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Introducao

Matemadtica discreta € uma area da matemaética que, ao longo das ultimas décadas, se tem revelado
de interesse crescente para um grande ntmero de investigadores e estudantes em todo o mundo e que,
neste periodo, tem tido um desenvolvimento exponencial. A este facto ndo sdo alheias as suas multiplas
aplicacoes, nomeadamente, nas ciéncias da computacao, da qual também tem recebido muitas das suas
principais motivagoes. Adicionalmente, as aplicacoes da matematica discreta estendem-se a areas tais
como: as biociéncias, telecomunicagoes, electronica, indiustria de processadores, desenho de circuitos
integrados, criptografia e seguranca na transmissao de comunicacoes, sistemas de trafego automoével
ou outro, etc. Por outro lado, a influéncia reciproca da matematica discreta com outras areas da
matematica é cada vez mais visivel, como no caso da investigacdo operacional, dlgebra, teoria dos
numeros, geometria e topologia. O crescimento da matemaética discreta obrigou a sua actual divisao em
duas grandes areas: a combinatoria e a teoria dos grafos. E surpreendente o modo como a mateméatica
discretalida com processos que consistem em sequéncias de estados separados, ou conjuntos numeraveis
(ou seja, contéveis) de objectos, onde se incluem, naturalmente, os conjuntos finitos, com padrdes
comuns, em muitos casos dificeis de identificar sem recurso as suas poderosas técnicas de anélise.
A enumerabilidade dos objectos de estudo é responsavel pela designagdo de matematica discreta em
oposicao a continua. No caso particular das estruturas finitas, entre os seus varios instrumentos de
andlise, devem salientar-se a dlgebra finita (que inclui grupos, reticulados e corpos finitos), a geometria
finita (que inclui a geometria projectiva e a geometria afim) e a topologia finita (que inclui a topologia
digital), pelo papel de relevo que desempenham no respectivo contexto de actuagao.

Objectivos

Este livro inclui os tépicos mais importantes em matematica discreta, os quais, na sua grande maioria,
sao apresentados a um nivel intermédio, acessivel & generalidade dos estudantes detentores de uma
formagao matemaética basica ao nivel do ensino secundario ou dos primeiros anos da universidade (no
caso de alguns capitulos). No entanto, a necessidade de uma certa abrangéncia levou-nos a considerar
topicos mais avancados (que podem integrar cursos de pos-graduagdo) que, numa primeira leitura,
devem ser ignorados por principiantes sem maturidade matemaética suficiente. Podemos afirmar, po-
rém, que este livro é auto-contido, no sentido em que inclui toda a informagcao necesséria para a sua
compreensao, a qual, convenientemente trabalhada, permitird ao leitor atingir um nivel de estudos
adequado, no contexto da matematica discreta. Pretende-se também que este livro desperte, em mui-
tos dos jovens estudantes, o interesse pela matematica e suas aplicacoes, captando-os e motivando-os
para o seu aprofundamento. Com efeito, o facto de aqui se cruzarem varias das areas mais relevantes
da matemaética, transforma este livro num instrumento privilegiado para um primeiro contacto com a
linguagem, os conceitos e as metodologias mais actuais da matematica superior e da ciéncia em geral.

Embora a formacao abrangente em matematica discreta seja o principal objectivo deste livro, por
razoes de espago, ele nao é suficientemente exaustivo para incluir todos os topicos que, actualmente,
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fazem parte da matemaética discreta. Assim, ficaram de fora do ambito deste texto, a teoria dos
codigos, criptografia, estruturas de dados, particées de inteiros e de comjuntos, estruturas aleatorias,
teoria algébrica dos grafos, complexidade de algoritmos, etc.

Para além dos cursos de matematica, este livro pode ser utilizado, de um modo geral, nos cursos
de ciéncias e engenharia e, com especial importancia, nos cursos de computacao e informética.

A escolha dos topicos, exercicios, aplicagoes e algoritmos, bem como a sua apresentac¢ao, foi domi-
nada por muitos anos de experiéncia docente a diferentes niveis, para estudantes de diferentes cursos
e com preparacao distinta. Como resultado, este livro contém uma sequéncia de exemplos cuidado-
samente escolhidos, acompanhados de resolugoes detalhadas. No seu conjunto, eles constituem um
caminho didactico, com grau de dificuldade crescente, no qual se ilustra, de forma sistemética, o modo
de se ultrapassarem dificuldades, o que ¢ de grande utilidade para a compreensao da generalidade dos
tépicos abordados. Note-se que em algumas sec¢oes, muitos conceitos e propriedades sao introduzidos
com recurso, exclusivo, a exemplos.

Os exercicios propostos, por sua vez, quer em nimero quer em qualidade, desempenham um papel
central no método de estudo a levar a cabo. Com efeito, ao longo dos capitulos, recomenda-se vivamente
a resolucao sistematica de, pelo menos, parte deles.

Destinatarios.

Os principais destinatarios deste livro sdo, naturalmente, os estudantes dos primeiros anos da univer-
sidade e, para além destes, os professores de matemética ou de informética do ensino secundario (que
aqui podem obter, ndao sé uma actualizacdo de conhecimentos, como também a motivacao necessaria
para a formulacao de problemas e para a apresentacao de exemplos de interesse pratico e didéactico
aos seus alunos) e os professores do ensino superior, directa ou indirectamente, ligados a investigagao
matematica. Alguns capitulos, como sao o caso dos que constituem a parte III, Abordagens Algébricas
da Combinatoria, e alguns dos que constituem a parte IV, Teoria dos Grafos e Algoritmos, podem
ainda ser de grande utilidade como textos de apoio em cursos de pés-graduacao ao nivel de mestrado.
Estes capitulos, incluem tépicos onde se apresentam problemas em aberto que fazem parte dos grandes
desafios da investigacao matematica contemporinea.

Conteudo.

O livro estd organizado em quatro partes principais. A parte I sobre conceitos e resultados gerais,
a parte II sobre combinatéria, a parte III sobre abordagens algébricas da combinatoéria e a parte IV
sobre teoria dos grafos e algoritmos.

A parte I é constituida por dois capitulos. O primeiro capitulo inclui a notagao basica e, apos uma
introdugao a logica proposicional, faz uma apresentacao de topicos elementares abstractos, passando
pelo estudo de conjuntos (operagoes sobre conjuntos, conjuntos parcialmente ordenados e cardinalidade
de conjuntos) e relagoes (relagoes de ordem, relagoes de equivaléncia e fungdes), analisando-se alguns
resultados importantes, como sao o caso dos teoremas de Tarski, Cantor e Schréder-Bernstein. O
segundo capitulo é dedicado as técnicas de demonstracao utilizadas em matemaética, onde a 16gi-
ca formal é utilizada para fundamentar directa ou indirectamente os respectivos métodos de prova,
destacando-se, na parte final, a indu¢ao matematica e o principio da gaiola dos pombos que é uma
ferramenta essencial para muitos problemas de existéncia em matemaética.

A parte II, que incide sobre a combinatéria (que € uma area da matemaética dedicada a enumeragao
e estudo de agrupamentos de objectos de acordo com certas regras especificas), é constituida por quatro
capitulos (entre os capitulos 3 e 6). No capitulo 3 discutem-se, detalhadamente, os quatro principios
de enumeracao mais utilizados em combinatoéria. O capitulo 4 lida com a contagem de agrupamentos
particulares, como sdo o caso das combinagdes, permutagdes e arranjos (com ou sem repeticdo) e inclui
o estudo de algumas identidades combinatérias. O capitulo 5 é dedicado ao estudo das equacgoes de



Introdugao xi

recorréncia e das fungoes geradoras que sao instrumentos muito poderosos, utilizados em problemas
de contagem. No capitulo 6 estudam-se algumas familias de ntimeros combinatorios.

A parte I11, que cobre varias abordagens algébricas em matematica discreta, é constituida por cinco
capitulos (entre os capitulos 7 e 11). O capitulo 7 é dedicado ao estudo aprofundado dos conjuntos
parcialmente ordenados, incluindo o estudo dos reticulados, topologias finitas, cadeias, anticadeias,
teorema de Dilworth, teorema da inversao de Mobius, etc. No capitulo 8 da-se especial atencao as
fungoes de Euler e de Mobius (agora na sua versao classica), ao teorema de Daniel da Silva (que
constitui uma generalizacao do teorema de Euler), as relagbes de congruéncia, aos polindémios e corpos
finitos, aos corpos de Galois e, finalmente, aos quadrados latinos e magicos. No capitulo 9 estudam-se
os designs combinatorios e as geometrias finitas (afins e projectivas) e suas ligagdes com os quadrados
latinos e as matrizes de Hadamard. No capitulo 10 estudam-se, detalhadamente, as algebras de Boole
(que sao reticulados muito especiais), discutindo-se, nomeadamente, o teorema da representagao (para
o caso finito), as fungdes booleanas e os mapas de Karnaugh com grande aplicacdo no desenho e
projecto de circuitos digitais. O capitulo 11 é dedicado aos grupos finitos (nomeadamente, ao grupo
diedral) e a certos problemas de enumeragdo combinatoria de objectos com relagdes de simetria entre
si, cuja resolugdo obriga a utilizagdo do lema de Burnside ou do teorema de Pélya e que sdo dificeis
de resolver com recurso aos métodos de contagem introduzidos em capitulos anteriores.

A parte IV é constituida por nove capitulos (entre os capitulos 12 e 20) cobrindo diferentes topicos
da teoria dos grafos e incluindo algoritmos para a resolu¢ao dos principais problemas de aplicagao
que se colocam no respectivo contexto. No capitulo 12 introduzem-se conceitos e resultados béasicos
fundamentais para a compreensao dos capitulos subsequentes. O capitulo 13 é dedicado ao estudo da
conexidade em grafos e inclui algoritmos para a determinagao de componentes conexas e fortemente
conexas no caso de grafos orientados. No capitulo 14 estudam-se os caminhos, aprofundando-se os
conceitos e resultados métricos, anteriormente abordados no capitulo 12, estudam-se majorantes e
minorantes para a ordem dos grafos, em fun¢do de certas propriedades métricas, e caracterizam-se os
grafos para os quais estes majorantes e minorantes sao atingidos. Adicionalmente, introduzem-se varios
algoritmos para a determinacao de caminhos de comprimento minimo (nomeadamente, a pesquisa em
largura para grafos sem custos nas arestas, o algoritmo de Dijkstra para grafos ou digrafos com custos
nao negativos e os algoritmos de Bellman-Ford e de Floyd para grafos e digrafos com custos arbitrarios).
No capitulo 15 estudam-se as arvores que sdo grafos com propriedades particulares e que tém muitas
aplicacoes em problemas praticos, estuda-se a determinacao do niimero de arvores abrangentes de um
grafo e respectiva geracao, deduz-se o c6digo de Priifer, e descrevem-se e fundamentam-se os algoritmos
de Kruskal e de Prim para a determinacao de arvores abrangentes de custo minimo. O capitulo 16
é dedicado ao estudo do fluxo em redes e inclui a andlise do algoritmo de Ford-Fulkerson (de fluxo
maximo corte minimo) e o método simplex para redes, vocacionado para a determinacio de fluxos de
custo minimo. No capitulo 17 estudam-se os emparelhamentos e algumas das suas aplicagoes, incluindo
os respectivos algoritmos para a determinacao de emparelhamentos maximos em grafos bipartidos e
grafos arbitrarios, com e sem pesos nas arestas. No capitulos 18 estudam-se os grafos eulerianos
e hamiltonianos e alguns algoritmos de resolucao de problemas praticos para os quais constituem
modelos matematicos adequados, como sao os casos do problema do carteiro chinés, a determinacao
de codigos de Grey e o problema do caixeiro viajante. Para o problema do carteiro chinés, estudam-se
os algoritmos de Hierholtzer e de Fleury, para o problema do caixeiro viajante, estuda-se o algoritmo
classico de branch and bound de Little, Marty, Sweeney e Karel e ainda o algoritmo de premiar
e punir. No capitulo 19 estudam-se os conjuntos independentes de vértices, as cliques, as colora-
coes de vértices (incluindo a sua abordagem como aplicagdo das fungbes booleanas), os polindmios
cromaéticos e as extensoes cromaticas de coloragdes parciais (com aplicagdo em problemas relacionados
com o puzzle Sudoku que é proposto & generalidade dos leitores de muitos jornais e revistas) e as
coloragbes de arestas, conjuntamente com uma introdugdo aos numeros de Ramsey. A quarta parte
termina com o capitulo 20, dedicado aos grafos planares e suas generalizacoes, que se inicia com uma
abordagem topologica dos grafos, no contexto das suas realizagoes em superficies orientaveis e dos



xii Introdugao

seus menores. Neste capitulo, os grafos planares tém uma especial importancia, estudando-se varias
das suas propriedades, o teorema de Kuratowski, a dualidade e os grafos platonicos. Adicionalmente,
analisam-se os grafos com genus positivo (incluindo a dedugado da férmula de Euler generalizada e os
grafos g-platonicos), as coloragoes de mapas (incluindo o teorema das quatro cores, as coloragoes em
superficies de genus positivo e duas conjecturas que constituem grandes desafios nesta érea).

Deste texto fazem parte ainda dois apéndices, um dedicado & utilizacao da notagao assimptética e
a realizacao de varias operacoes com esta notacao e outro com a lista de simbolos utilizados ao longo
dos capitulos, e uma lista bibliografica actualizada.

Precedéncia entre capitulos e modos de estudo

Com o objectivo de flexibilizar a leitura deste livro, os topicos que aparecem apds os capitulos 1,
2, 3 e 4 tém o maior grau de independéncia possivel, como acontece no caso dos capitulos incluidos
na parte III que (com poucas excepg¢des) podem ser estudados independentemente uns dos outros.
Inevitavelmente, porém, alguns capitulos dependem intrinsecamente dos anteriores, variando essa
dependéncia de caso para caso. A parte IV, por exemplo, embora nao dependa significativamente
da parte III, é constituida por capitulos que, na sua generalidade, dependem sequencialmente uns
dos outros. Com base nestas relacoes de dependéncia entre capitulos, para facilitar o estudo e para
permitir uma leitura mais apropriada & formacgao pretendida e a respectiva maturidade matemética,
seguem-se algumas sugestoes para percursos alternativos.

Aos leitores que pretendem iniciar a sua formacdo matematica pés-secundéria e detém uma cultura
matematica que se baseia, unicamente, na aprendizagem conseguida até ao 122 ano de escolaridade,
para uma primeira leitura, recomenda-se o seguinte percurso: capitulos 1 a 6 (ou seja, as partes I e II)
e os capitulos 12 a 15 da parte IV. Em leituras subsequentes, porém, ja se recomenda uma passagem
gradual por um cada vez maior nimero de capitulos da parte III e restantes capitulos da parte IV.

Aos leitores que frequentam disciplinas de matematica discreta nos primeiros anos da universidade,
embora possam ignorar os primeiros dois capitulos, chama-se a aten¢do para o facto de uma revisao
dos conceitos e metodologias ali abordados poder vir a fortalecer a sua capacidade de compreensao
da matematica. Os capitulos das partes II, IIT e IV, devem ser percorridos de acordo com os tépicos
estudados na disciplina, sem desrespeitar as regras de precedéncia anteriormente referidas. E claro
que este livro pode servir de base ao programa da disciplina de matemética discreta a leccionar
a diferentes cursos universitarios de ciéncias e engenharia, como sejam, os cursos de matemaética,
ciéncias da computagao, informaética, etc. Neste caso, se a disciplina é leccionada num tnico semestre,
sugere-se que os capitulos 1, 2 e 3 sejam abordados com uma cadéncia mais rapida, de modo que
0 tempo restante seja devidamente aproveitado para um estudo mais pausado dos capitulos 4, 5 e
6 e dos capitulos 12 a 15. Se a disciplina ¢ leccionada durante dois semestres, dependendo dos seus
objectivos, sugere-se que se acrescentem alguns capitulos das partes III e IV.

Os alunos de pos-graduagao podem estudar grande parte dos capitulos deste livro numa disciplina
anual (ou semestral, mas nesse caso, com ritmo muito elevado) que inclua todos os capitulos das partes
IIT e IV, com demonstracoes detalhadas.
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