I1. Programacé&o Linear (PL).
Capitulo 4.2

4.2.1. Mudanca do ponto extremo.

O méodo simplex inclui um mecanismo de passagem dum ponto extremo a outro ponto extremo
adjacente. Isto consegue-se subdtituindo na SBA correspondente uma variavel bédca (a variave

basica que sai) por umavariavel ndo bésica (avariavel ndo basica que entra).

Teorema
Se X° é ponto extremo, entdo amatriz A pode decompor-seem A= [BONOJ e
o _€X2U_éXSU_§B°) " bi
=é ,u=é _u-é a

eXeg 600 & 0 g

7 0\
b AX®=[B°NY| & 2= B°X2+N°0=b
60 a
multipicandopor (B°) " (B°)*(B°X2+N°0) =(B°)'b

P X2=(B°'b

Matriz A do problema de PL Quadro do simplex
B I-— N B'B=1 I_—_ B'N I
i P A r_x X [IX X
1 ml m+1 n XB_l 1 “an m m+1 oo n

A |2 - Qm[@ime S X112 - Xqm|Kamez - Xqn
Ay o HpllPomss Qo m Xoq oo XomlXomsr -+ Xon

\=am1 e AmfBrmet a‘r‘nn-)

Xin1 - Xonfl Xinme -+ Xonn

As colunas do quadro do simplex{X1,,..., Xm , Xm+1, ... Xn} COrrespondemaosvectores P; da matriz

original A multiplicados pela inversa da base B.
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I1. Programacéo Linear (PL).
Capitulo 4.2

Seja um problema de PL e X° um ponto extremo de K (conjunto das solucdes admissiveis),ao que

correspondeaSBA:  X° =[xy, X0 -1 X,0.0,..-0]

Tem-se entdo:
P B° :[Pl,Pz,....,Pm] - Pj vectoresdabase, jT {1,..m}(sdoL.l);
NO:[PM,PM,----,PW] - P; vectoresforadabase, jT {m+1,...n};
») P, =b

[Plpz----Pm]XB :[PlPZ""Pm] [Xloxzo----)ﬂno]t =X R %Pt X0 Py = R,
Po = XioPy + X0 Py + Xio Py (4.1)

Qualquer vector P; dentre os n dados se pode obter como combinagéo linear dos vectores da base

P, =X P+ X, Py + X, Py (4.2)
Admita-se que algum vector fora da base Pj, j T {m+1,...n} tem pelo menos uma componente x>0

naexpressao (4.2). Sem perda de generdidade, sgaP+1 este vector.
Multiplicando este vector por um escalar g, convenientemente escol hido, e subtraindo de P, temos

P, = X, P, + Xpo Py + X, P

mO0" m

-g X I:)m+1 = Xima Pl + X2m+1P2"' + Xmm+1Pm

Po- 0 P = (X -0 Xy )P+ (X0 - 0 Xp0,0)Py e + (X0 - 0 X)) Py
P, = (X - d X;ma)Pr+ (X0 - A Xops1)Poee ¥ (X0 - 4 Xy )Py +Q P,y (43)
Obtém-se um novo ponto X, tal que:
X = [0 = Per): 00 = Py g = Pgr) '
X2 =%, X X

O novo ponto X! éum ponto extremo, i.e., X! éuma SBA do problemade PL?

Para provar que o ponto X* éuma SBA do problema de PL temos de demonstrar:
1°. X' ésolucgo b AX'=b?
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I1. Programacéo Linear (PL).
Capitulo 4.2

20, X! é solucdo admissivel b X% 0 b todas as componentes de X* s ndo negativas ?
30, X! é solucéo béasica admissivel b os vectores da base que correspondem a X* sdo

linear mente independentes?

1°. X* é soluc&o do problemade PL?
Prova:

De (4.3) tem-se:

P, =XP, +X,P,.. + X, P, +q P, P X ésolugio

20. X! é solucao admissivel do problemade PL?
Se todas as componentes de X' s80 n&o negativas, entdo X* é solucdo admissivel, i.e.,

e Xim+130,"i:i1 {1..m} b X' ésolucio admissivel.
E preciso determinar o valor de g que garante a admissibilidade de X*.

Determinar Q:

Suponha-se ao contrério:

D0 b X=X
P asolugdo obtida seria a mesma
b absurdo!!! (X1 X°)

ING<0 P Xmu1=0<0
b uma componente de X' negativa

P absurdo!!! (pretende-se que todas as componentes de X sejam
n&o negativas)

DIpP g>0
1° caso: Xim#1EO, " i:i1 {1..m}
Xim+1E0 P (%o~ qXme1) >0, " iz i1 {1...m}
P a admisshilidade é garantida  para qualquer vaor ndo
negdivo de q
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I1. Programacéo Linear (PL).
Capitulo 4.2

P como a componente Xm:+1 ha nova solugdo X' éigud a q
(ver 4.3) incrementando indefinidamente o valor de q
consegue-se incrementar também indefinidamente o valor
daf.o Xm+1® ¥, Z=C1X1+ CoXo + ... +Cs1Xm+1® ¥ )

P Optimo nao finito.

20 caso: $iil {1..m¥BXin.1>0 I

Suponha-se S={ i:iT {1..m}|Xim+1>0}

entdo:  (Xip- Pig) 2 0," i1 S P g E&," i1 S
im+1

1) X* é admissivel q>0se " q:0<q g X0 i s
im+1

11) X* pretende ser SBA b n&b pode ter mais de m componentes positivas
(i.e. SO mvariaveis bascas)

10X
P |a=g,=min—=

| MMMMWE

critério que determinaqua é avariavel basica que sai
(avariavel onde se atinge o minimo dos quocientes).

Exigemn duas possibilidades :
I. O minimo € atingido num s6 quociente
Suponha-se que 0 minimo é atingido na componente s, i.e.:
. u x
20 | > 0 =2
Xim+1 Xsm+1

Subdtituindo g porg, na hova solucéo basica obtém-se:

d=4do :IT}i

_);—;

Xé = [(X10 - q)(lwl)’(xzo - qX2m+:L)"'"(XnD - qu"ml)’Q]t

A componente s onde é atingido o
minimo fica anulada
(a varidvel basica que sai)

Xé = [(XlO - qoxlrml)""’(xs—lo - qOXs-lrml) 0, (Xs+10 - qOXs+1rrH-1)""’(XrT0 - qoxmrml) 'QO]t

A componente m+ 1 toma o valor do
minimo
(a varidvel ndo bésica que entra)
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I1. Programacé&o Linear (PL).
Capitulo 4.2

SBA inicial
XO=(X10,, X20 Xs0 1+ Xm0 ,0,0,...0)

Xs : avariavel basica que sai

Xm+1 . @ variavel ndo basica que entra

Nova SBA
X1=(x1, X2,... Xs-1 Xma1 , Xst1.., Xm , 0,0,...0)

I1. O minimo é atingido em mais do que um dos quocientes.
Neste caso obtém-se uma solucdo degenerada (0 nimero de varidveis badicas da
solugdo é menor do que m), podendo escolher a varidvel a sair da base, através, por

exemplo, dum mecanismo aeatdrio. Esta questo sera abordada no seguinte capitulo.

30. X! é solucao béasica admissivel (SBA) do problemade PL?

independentes.

Prova:
Sem perda de generdidade, suponha-se que s=1, ou sga, que o minimo do quociente
foi atingido na componentei=1,i.e:
Qo = %0 Xims1 > 0 (4.4)

le +1
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Programagéo Linear (PL).
Capitulo 4.2

Suponha-se a0 contr&io que os vectores {P», Ps,..., Pm, Pm+1}s80 linearmente

dependentes (1.d).
{P,.P

27 3’""1Pm1Pm+1} Sa) Id

b 1P+l P+t P+

como

{P,P,...P

m.

tomando:

Pm+1 como combinacdo linear
dos vectores bésicos

correspondente a solugéo X°

P =0, 11,1 néotodos nulos
} i {P,P,P,..,P} -vectoresli.
(base correspondente a solugio X°)
b {P,P,...P,} s L.i.
P 1 .0
I I I
b P,=-—2P-—P-..-—P
I m+l I m+l I m+l
I 5 I
az_- I 2 Pz, 3_| P3,.. ,am_l m Pm
m+l m+l m+l
%1 Xm+lRL+X2m+1P2"'+Xmm+le

=a,P,+a P, +...+a P,

m+1

Conclusdes:

0=X, P+ Xy - @,)Pee + (X, iy - A, )P,
b {R,P,R,...P,} s Li.

P X = 0. (%m - @2) =00, Xypa - 2,,) =0

R..=0 absurdo (ver 4.4.) 1! (por hipteses, nacomponente s=1 foi
atingido o minimo dos quocientes, i.e. Xm+1 =¢p >0
P {B,R..P,P }sioli

v A mudanca de base resultante da subdtituicdo de um vector corresponde, do
ponto de vista geométrico, a passagem de um ponto extremo a outro ponto
extremo adjacente de K e, do ponto de vista algébrico, a passagem de uma SBA a

outra SBA.
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I1. Programacéo Linear (PL).
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v" A mudanca de base s0 é possivel no caso de exigtir um vector P, fora da base
candidato a entrar na base (C; - z >0), com pelo menos uma componente x;;>0 na
coluna do quadro smplex correspondente

v" Em caso contrario, se " P; fora da base candidato a entrar na base (G- z >0) "
componente X;; verificaque Xx;£ O (todas as componentes na coluna do quadro
smplex correspondente sd0 ndo positivas) entéo é impossivel obter dgum g >0
gue €imine adgum vector da base, o vaor Optimo da f.o. pode crescer

indefinidamente, i.e., 0 problemané&o tem 6ptimo finito.
4.2.2. Mudanca do ponto extremo com melhoria daf.o.

Na secgéo anterior ficou em aberto a questéo da escolha do vector P; aentrar nabase (foi escolhido

sem nenhum critério quaquer vector, epecificamente Py 1).

Como determinar qual o vector quedeveentrar nabasg, i.e, qual éo critério de entrada?

Suponha-se X° uma SBA associada a base B° e a que corresponde um vaor daf.o. 2

X9 =X X X B=PL P, o Prl, 20 = C Xy +CyXop +ee HC X

Suponha-se P, um vector fora da base em condigdes de substituir um vector da base
P P, tem pdo menos uma componente x;>0 na coluna correspondente no quadro
amplex.
P a entrada de P, na base tem como contrgpartida a saida dum vector P
(na componente s € atingido o minimo g, dos quocientes);
P com a mudanca da base, obtém-se umanova SBA X' associada a base B ea

que corresponde um valor daf.o. Z-.

Xl _[Xl’ " sl’ r’ s+1’ " m] [1’ " s—l’ r’ s+1’ ’Pm]

/ x&=0 : avariavel bésicaxsque sai

Xé = [(Xm - qoxlr)""’(xs-lo - qOXs-lr)’(XSO - qOXsr)’(Xs+10 - qOXs+1r)""'(Xm0 - qoxrns)'""qo]
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I1. Programacéo Linear (PL).
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X, =qo ; avariavel basicax, que entra
Z = (X~ OpX, ) +..+CC +..4C (X - OX,y) =

= (c %o+ +C X ) +q,[c - (g, +..+c x )] =

=2+0(G - 7)

a &
onde Zr - (C.I.Xlr +"'+memr)'_ a qur
o

Expresso que rdaciona o novo vaor da
b 21220 - «— f.0. (associado anova SBA) com o seu
-I-q)(q Z') valor anterior e com o vaor quevai

assumir anovavariave bésicax=0,

Partindo do principio que escolhendo o vector que conduza aum maior crescimento daf.o, o

numero de iteragtes, pode vir reduzido.
Concluindo, o vector P, é escolhido de acordo com o critério:

Critério
desaida

max {(c:j - Z):¢ - Z >O}:c:r - Z

A andlise de G-Z recai apenas sobre os vectores P; fora da base:
C] = ZJ :O," JI {1...'1}

Partindo da nova SBA, 0 processo prossegue até se verificar uma das duas situagtes seguintes:
1°. todosos¢-z £ 0 P impossivel melhorar o vaor daf.o b asolugdo corrente é Gptima.
2°. Existe algum ¢-z >0 associado a um vector P; fora da base que ndo pode substituir

nenhum vector Psda base (x;£0" i) P Optimo néo finito.
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I1. Programacé&o Linear (PL).
Capitulo 4.2

4.2.3. Critério de optimalidade.
Suponha-se uma SBA do problemade PL X° paraaqua A=[B°, N], tal que:

X0 =[x, %0 X ]|, [B® =[PP, P]| [N =[PP P ]

100 2 m+l? " 20" T man

e com o correspondente valor da fungéo objectivo z°%

[0
Z° =C, X,y +C, Xy +...+C X

Teorema 4.1: (mudanca de solucdo 6ptima com melhoria da f.0)
= SeX®én3o degenerada (xi,>0" i ={1,...m} );
= Se $jl {m+l. ,m+nf:c -z >0;

= Separao correspondente vector P; $i: x>0
(%; - ascomponentes do quadro que correspondem acoluna B'lFlJ )

entdo existeuma nova SBA X! comvalor finitodaf.o Z- td quez'> 2

Teorema 4.2: (critério de 6ptimo finito)
= Sec-z£0 "jl {m+1...m+n}
b X°éoptima.

» Sexé Optima e X% énao degenerada (X;,.>0" i =1,...m)

b c-z£0"jl {m+1...m+n}

Teorema 4.3: (critério de 6ptimo néo finito)
« Se$jl{m+l...m+n}:c -z, >0

= Separao correspondente vector Pj: " i:x, £0

(%j - ascomponentes do quadro gue correspondem & coluna B'1PJ )

entéo o problemando tem éptimo finito
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