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Declaro que desisto [ ...

Proposta de Resolucao

[ /30] 1. Determine a matriz X que satisfaz a equacdo matricial 2 X7A~'B = C”, sabendo que
[0 -1 3 o0 -1 11
R B A e

Verifica-se que

2XTA7'B = CT & 2XTA™'BB™' = C'B™' & XTA7'A = iC"B7'4A &
T T
BB '=1, AT'A=1,

s (xT= (LctB 1A & x = LaT (B ) 'C

Como B ¢é uma matriz diagonal, entdo B~ também é diagonal, tendo-se

(B H'= B! = [2 0]

0 -1
Assim,
0 2 2 0 -1 1 1
- 1

X‘?—11H0—1H020}

[0 2111

o2 -2 -1 0 0
0o -4 0] [0 -2 0
202 -4 -2 1 -2 -1




[

/45] 2. Considere o sistema de equagdes lineares

T + =z =
T+ ky+ 2z = ,
z+ y+(k+1)z =1

P

onde k é um parametro real.

(a) Discuta o sistema em fungao do pardmetro k.
(b) Considerando k = 1, determine o conjunto-soluc¢ao do sistema.

(¢) Indique, justificando, os valores de k para os quais a matriz dos coeficientes do sistema

é singular.

(a) Se o sistema € representado matricialmente por AX = B, entdo

1o 1 |1 1 01| 1 10 1] 1 1o 1 | 1
AIBj=|1k 2 | k|~|0FKk 1 |k-1|~]0T1%k|] O |~]01 Kk | 0
1 1 k+1 |1 01 k| O 0 k 1| k-1 00 1—Kk* | k-1
Ly=1ILy— 1, Ly < L3 Ly = L3 — kL
Ly=1L3— Iy

Atendendo a que existem pelo menos dois pivots e o numero de incognitas é n = 3, tem-se que

e 0 sistema € impossivel < car A < car[A|B]
& (1-k=0Ak-1#0) & k=—1;

e 0 sistema € possivel determinando < car A = car[A|B] = 3
S 1-k#0 e (k1 Ak#-1);

e 0 sistema € possivel indeterminando de grau um < carA = car[A|B] =2 < 3
& (1-k=0Ak-1=0) & k=1;

(b) Se k =1, pela alinea anterior, conclui-se que o sistema representado matricialmente por AX = B é

possivel simplesmente indeterminado e

1|1 r+z =1 r = 1—=z
1]10{, t. -0 © _ z€R.

S = O

1
[AlBl~ | 0
0

Logo o conjunto-solugao do sistema é S = {(1 —z,—z,2) : z € R}.

(¢) A matriz A dos coeficientes do sistema € singular < car A < 3
& 1-k=0
< k=1ou k=-1.



[

/25]

3. Sabendo que

ap az ag
by by b3 | =5
C1 C2 C3

e utilizando apenas propriedades dos determinantes, calcule

as+bs bs+cs 2c3
as+by by+co 2co |,
a1 +b1 bi+c 2

justificando de forma clara todos os passos.

ag+bg by +c3 2c3 a3 +bs by+c3 cs3 as by c3 a1 by
ag+by ba+co 2c0 | =2 ag+by baotco co |=2|as by co | =—-2| as by
ar+b1 bi+c 2c ar+b1 bi+c ar b az b3
QCi/)):Cg C{ZCl—CQ—i-Cg L1« Lj
Ch = Cy— Cs
ai a2 ag
=—-21 by by b3 |=-10.
i C2 C3
1
A = |AT]

a1
C2
e3



[ /30] 4. Calcule o elemento da primeira linha e dltima coluna da adjunta, e da inversa, da matriz

N =N O
SN O N
=N W
S = NN O

sem calcular toda a matriz A~L.

A adjunta de A € a transposta da matriz dos cofactores de A.

O elemento da primeira linha e dltima coluna da adjunta de A € o cofactor

A41 _ (_1)4+1

N O N

10
3 2| =—-6+440-0-8-0) = —2.
2 1

1

Regra de Sarrus

Pode calcular-se a inversa de A, caso exista, a partir da adjunta do seguinte modo:

1 adjA
 det A’
Uma vez que
0 2 1 0 0 2 1 0
2 0 3 2 00 3 2
dtd =11 9 91|~ ]g2291| " 24n="%
2 01 0 2 01 0
|
Cl=C1—Cy Férmula de Laplace

(desenvolvimento sequndo

a primeira coluna)

o elemento da primeira linha e iltima coluna da inversa de A € dado por

Aqn 1

detA 2



/30] 5. Seja

o O N
S O N
SN O =
N = = O

0

(a) Determine os valores proprios e os vectores préprios da matriz A.

(b) Indique, justificando, se A é uma matriz diagonalizavel.

(a) Como A é uma matriz triangular superior, os valores proprios de A sao os elementos da sua diagonal

principal. Portanto, A possui apenas o valor proprio 2 de multiplicidade algébrica quatro.

Para determinar os vectores proprios de A associados ao valor proprio 2, pretendem-se 0s vectores

nao nulos v que satisfazem (A — 2I4)v = 0, ou seja,

T 01 1 0 €T 0
|y 0 0 01 y| |0 y+z =0 Yy = —z
v=, 000 1l]lz]|"lo| V¢t =0 TVt = 0"
¢ 0000]|]¢ 0

x,z € R ndo simultaneamente nulos.

O congunto dos valores proprios de A é o(A) = {2}.
O conjunto dos vectores préprios de A associados ao valor proprio 2 €

X

Va(A) = : 2,z € R nao simultaneamente nulos

(b) Como os vectores préprios de A (associados ao valor proprio 2) sao da forma

x 1 0
—Zz 0 —1 .
N e I + z nE xz,z € R ndo simultaneamente nulos,
0 0 0
entao A possui, no mdzximo, dois vectores proprios linearmente independentes; por exemplo,

1 0

vy = 0 e vo = -1

1o SR

0 0

sao dois vectores prdprios de A linearmente independentes, pois satisfazem
ajv; +agvs =0 = ap = as = 0.
Conclui-se que A nado € diagonalizavel, pois A € uma matriz 4 X 4 e ndo possui 4 vectores préprios

linearmente independentes.



[

/40] 6. Responda apenas a quatro das cinco questoes seguintes.

Indique, justificando convenientemente, se as afirmacgoes sao verdadeiras ou falsas.

(a) Se A e B sdao matrizes n x n, entdo (A — B)? = A2 — 2AB + B2

(b) Se A é uma matriz 4 x 3 e o sistema representado matricialmente por AX = 0 tem uma
solucdo nao nula, entdo car A = 3.

(c) Se A é uma matriz n x n tal que A% = 0, entdo (I, + A)~t =1, — A.
(d) Se A é uma matriz 3 x 3 com det (4) = 3, entdo det (2AT) = 6.

(e) Os vectores v; = (2,1,—1), vo = (1,1,0) e v3 = (0,1, 1) sao linearmente dependentes.

(a) A afirmagao € falsa.

Se A e B sdo matrizes n X n nao comutdveis, i.e., BA # AB, entio AB + BA # 2AB e
(A—B)?’=(A—B)(A—B)=A?—- AB— BA+ B>+ A>— 2AB + B>.

(Ou apresenta-se um contraexemplo:

|10 100 N e | 10 a2 9
seA—[O 0} eB—[1 0],enta0 (A B)—[_1 O]#A—A 2AB + B*.)

(b) A afirmagao é falsa.

Um sistema homogéneo do tipo AX = 0 admite sempre a solucdo nula. Se, além disso, tem
uma solu¢ao nao nula, entao AX = 0 € um sistema possivel indeterminado, o que se verifica
se e 80 se a caracteristica de A é inferior ao numero de colunas de A, isto €, car A < 3.

(¢) A afirmagdo é verdadeira.
Se A é uma matriz quadrada de ordem n tal que A% = 0,,, entdo
(In+A) I, —A)=I,+A—-A—-A*=1,.
Portanto, eziste uma matriz B tal que (I, + A)B = I,,, o que implica que B(I,, — A) = I,
ou seja, I, + A € invertivel e (I, + A)*1 =B=1,— A.
(d) A afirmagao € falsa.

Se A ¢ uma matriz 3 x 3 com det (A) = 3, entdo det (2AT) = 23 det (A7) = 23 det (A) = 24.

(e) A afirmagdo é verdadeira.

Os wvectores v1 = (2,1,—1), vo = (1,1,0) e v3 = (0,1,1) sao linearmente dependentes, pois

2
1

O = =N

0
1| =2404+(-1)—0-0-1 = 0.
~1 0 1

(Ou nota-se que vi = 2vy — v3, isto €, v1 escreve-se como combinagao linear de vy € vs.)



