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Resumo. Embora a discussao deste tépico no Encontro/Debate tenha sido mais alargada
este pequeno relatério incide apenas sobre o Método Analitico Hierdrquico.
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1. Introducao

O Método Analitico Hierarquico (AHP) (Saaty, 1990), apesar das muitas criticas
que tem recebido em variadissimos contextos, na sua versao cldssica ou com
algumas adaptacgoes, conta-se entre as metodologias mais populares para a
abordagem dos problemas multiatributo.

Com o AHP o modelo é desenhado de acordo com uma estrutura hierdrquica
com trés ou mais niveis. De um modo esquematico, no primeiro respresenta-se o
objectivo, o seguinte inclui os critérios (ou atributos) e as diferentes alternativas
estao associadas ao dltimo nivel.

Como exemplo, considerando a escolha de um automével, de entre um conjunto
de quatro possiveis, {a1,a2,a3,a4}, tendo em conta o preco, a seguranga e o
conforto, obtém-se os niveis representados na figura a seguir.

Escolha do Automével

preco seguranca coyforto

al a2 as a4

Figure 1. Diferentes niveis para a escolha de um automével.

Resumidamente o procedimento adoptado pelo AHP, para a seleccao de
alternativas, baseia-se numa sequéncia de comparacoes binarias. Primeiro entre
pares de diferentes critérios de modo a determinar-se a importancia relativa dos
critérios e depois entre os diferentes pares de alternativas, observadas segundo
o ponto de vista de cada critério. As comparacoes binarias sao organizdas em
Matrizes cujas entradas sao quocientes de importancia relativa entre cada par
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de critérios e cada par de alternativas, dentro de uma certa escala de valores.
Deve observar-se que sendo A uma tal matriz, as entradas da diagonal principal

(asi, © € {1,...,n}) devem ser todas iguais & unidade e para as restantes
P w; ~ w4
entradas (o, i,5 € {1,...,n}) se a;; = w entao aj; = ot

Uma vez determinada a matriz A, diz-se que existe inconsisténcia (ou que
nao existe consisténcia) quando dadas as entradas o;j, aji e a;i se verifica a
desigualdade, a;; X aji # a;;. Quando nao existe consisténcia verifica-se que
Amaz(A4) > n e em (Saaty, 1990) propoe-se a utilizagdo do quociente W
como estimador do grau de consisténcia, o qual é designado por indice de

consisténcia. Quanto menor é este indice maior é o grau de consisténcia.

2. Descricao Resumida do AHP

De acordo com a metodologia classica do AHP as comparacgoes binarias sao
feitas numa escala entre 0 e 9 e, depois de todas as comparacoes efectuadas,
sendo A° a matriz p x p de comparacdes entre os p critérios, Ak (com k €
{1,...,p}) a matriz n x n de comparagdes bindrias entre as n alternativas
avaliadas segundo o ponto de vista do k-ésimo critério, e 4* o vector préprio
associado a Amaz(A¥) (para k € {0,...,p}), o qual se supde normalizado de
tal forma que a soma das suas componentes seja igual a unidade, determina-
se o vector de pesos globais, das preferéncias relativas a todos os critérios, u,
fazendo

a=Ud’
onde U denota a matriz cujas colunas sao os vectores préprios 4!, ..., 4P, i.e.,
U = [u'...uP]. Nestas condicdes, o vector de pesos globais obtido, @, vem

também normalizado com a soma das componentes igual a unidade. Com efeito,

sendo u; a i-ésima componente de a, uf a i-6sima componente do vector a*,
com k =0,---,p, vem que

n n n p
D= Y () =Y (> uduf)
=1 =1 =1 k=1
p n p
= > R ul) =) uf
k=1 =1 =1
= 1.

A partir do vector de pesos globais, 4, podera seleccionar-se a alternativa
de peso maximo.
Voltando ao exemplo inicial, suponha-se que as comparagoes bindrias entre
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critérios (os quais vamos abreviar por prec, segu e conf) produziram a seguinte

matriz:
prec segu conf

prec 1 % %

A% = & 1 1
= segu G

conf % 1 1

para a qual Apaz(AY) = 3.136 e, consequentemente, o indice de consistécia é

Amaz(AY) —n  0.136
n 3

= 0.045.

Por sua vez, o vector préprio de A% associado a Apaz(A°) corresponde ao vector

0.63
w2 = 10.15
0.22

Seguidamente, a partir das comparacgoes bindrias entre os diferentes pares de
alternativas para cada um dos critérios obtém-se as matrizes:

a1 a2 a3 a4
9 7 7
NI
4 -y 1 5 7
pree= |1 5 ] 4
i W
as \7 5 71 1
0.67
Amaz (Aprec)— N 0.09
com Amaa(Aprec) = 4.701, 2mazlipred)d - 0700 = 0175 & Gprec = | o0 |
0.04
a1 a2 a3 a4
1 1 1
ar (15 5 3§
9 8 7
4 o—oe2f 1 L3 g
sequ= |5 1 | 1
AU
ag \7 7 1 |1
[ 0.04
Amaz (Asegu) — N 0.69
com Amaz(Asegu) = 4.413, 2mazBecqu) 4 0413 _ (103 ¢ figeg, = 010 |3
| 0.17
Al A2 A3 A4
7 6 8
w1
YRS B S S|
conf= | 1 4 | ¢
i O T
as \'g 3 § !

GO Grupo de Optimizacao ahp.tex; 26/06/2000; 17:46



4 Domingos M. Cardoso

0.66
0.08
0.21
0.05

Amaz (Aconf)_4
4

com Amaz(Acons) = 4.335 e, = 0335 — 0.084 e ticony =

Deste modo obtém-se a matriz dos vectores préprios

prec segu conf

a1 (0.67 0.04 0.66
az | 0.09 0.69 0.08
az | 0.20 0.10 0.21
ag \ 0.04 0.17 0.05

U =

a qual, multiplicando por @°, determina o vector de pesos globais

a1 [ 0.57
N 0.18
var=21 0.19
aq \ 0.06

donde se obtém a relagao de preferéncia, R, que determina a ordenagao

a4 <R a2 <R a3 <R ai.

3. Incomnsisténcia e Intransitividade

Uma vez determinadas as entradas de uma matriz A, o;j (comi,j € {1,...,n}),que
sao dadas pelos quocientes que definem a importancia relativa entre cada par

de alternativas do conjunto A = {a1,...,an}, segundo o ponto de vista de um
dado critério, existe uma relacdo de preferéncia, R C A x A, definida por

(ai,aj) € R sse a5 < 1. (1)

Infelizmente, nesta fase, é muito comum a ocorréncia de inconsisténcias e a
determinagao de relagoes intransitivas. Existe inconsisténcia quando a;; e o
definem a importancia relativa entre os pares de alternativas (a;,a;) e (aj, ag),
respectivamente, e contudo, a;; X ajp # a;x. Por outro lado existe intransitivi-
dade quando a; é preferivel a a; e ay é preferivel a a; mas a; nao é preferivel
a ayg.

Uma relagdo R definida no conjunto A = {ay,...,a,} é transitiva quando

(%’17“]’2) €ER A (%’27“]’3) €ER= (ajuajs) €R.

Conforme se vera mais adiante, a consisténcia implica a transitividade da
relacao de preferéncia definida pela matriz de comparacoes binarias.
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Se existe consisténcia na determinacdo da matriz, A, dos quocientes de im-
portancia relativa entre n alternativas avaliada segundo o ponto de vista de
um certo critério, existe um vector de pesos positivos w tal que Aw = nw, i.e.,
w é o vector préprio de A associado ao maximo valor préprio Apez(A) = n.
Por outro lado, se a consisténcia se verifica também é facil concluir que todos
os valores préprios, com excepgao de Apqr(A4) sdo iguais a zero, uma vez que,
em tais condigoes rank(A) = 1.

Note-se que a consisténcia implica que se tenha A = ww ™!, onde w ™! denota
o vector o vector linha [, ---, —=], ou seja,
wi Wn,
w1
PR 1 1
= ww — w_7...’w_]’
wh, 1 n
w1
A n Uj A
Tendo em conta que, A0 = (ijl w—J) -+ |, qualquer vector ¢ ortogonal
Wn,

ao vector w1 (e existem n — 1 vectores, linearmente independentes, nestas
condigbes) é vector préprio de A asssociado ao valor préprio nulo e, por outro
lado,
w w w
A 1 1 1 1 1
A= |- |[— =] |=n]| ],

)
w w
Wn, ! " Wn, Wn,

donde Ajpaz(A) = n é o dnico valor préprio nao nulo de A.

THEOREM 1. Seja AR o matriz n x n das comparacoes bindrias entre n
alternativas avaliadas sequndo o ponto de vista do k-ésimo critério (com k €
{1,...,p}). Se as comparacées bindrias determinadas por A*¥ sio consistentes
entdo a relagdo de preferéncia associada, RE, ¢ transitiva.

Proof. Suponha-se que as comparacoes bindrias determinadas por A* sdo
consistentes, mas a correspondente relacdo de preferéncia RF nio é transitiva.
Entao existem alternativas aj,,aj, € aj, tais que

(aji,aj,) € R, (ajy,a55) € R® A (ajy,a5) € R (2)
~
o < L, ajpjy <1 A ajjp > 1 (3)

Contudo, tendo em conta a consisténcia, Jw® € R™ tal que AFwF = nw” e

consequentemente

wk w” wk
i § o _J2 R §
Qjije = — g Qgojzs = — € Qijz = —
Jj2 J3 J3
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Logo por (3)

k k k k k k
Wy < Wiy, Wiy < Wiy € Wi = W
0 que constitui uma contradicao. ]

4. Algumas Vantagens e Inconvenientes Associados ao AHP

Tém sido apontadas muitas criticas ao AHP, ndo s6 pelas implicagds nega-
tivas que a inconsisténcia pode ter, como também pelo facto da eliminagao
ou adicao de alternativas poder produzir inversoes na ordenacgao inicialmente
obtida. Entre outras criticas destacam-se as que se referem-se a rigidez da
escala proposta para definir os diferentes niveis de preferéncia (Lootsma, 1992)
e (Olson, Fliedner and Currie, 1995), a exigéncia associada ao tipo de com-
paracoes numéricas a efectuar para a determinacdo da importancia relativa
das alternativas, etc. Existem, no entanto, varios factores positivos associados
a esta metodologia, como sejam, a estruturacao proposta para a obtencao dos
modelos e uma certa robustez e amigabilidade em muitas situagoes (Lock-
ett and Hetherington, 1985). Adicionalmente, a metodologia proposta para
a obtencao dos pesos associados aos diferentes critérios, eventualmente com
iteracoes sucessivas baseadas nos valores dos indices de concordancia que se
vao obtendo, parece ser uma boa opcao.
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