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0 Introducao

Com o presente texto propomo-nos, entre outros fins, mostrar que € possivel provar
teoremas maiores da Andlise Matemdtica bastante cedo no desenvolvimento da teo-
ria, com uma terminologia porventura mais intuitiva que qualquer das usuais e evi-
tando quase sempre a arqgumentacao contravariante, caracteristica das demonstracoes
cldssicas.

E frequentemente mais importante conhecer algumas aplicagoes de um teorema do que
a sua demonstracao a partir de uma axiomatica determinada; em parte por isso, cremos
que vale a pena tentar uma aproximacao ao Calculo, partindo de uma axiomatica mais
extensa.

Por outro lado, a realidade — seja ela o que for — escapa frequentemente a generali-
7acao, Senao vejamos:

Quando se diz que uma func3do real de varidvel real é continua se o seu grafico se pode
desenhar sem “levantar o lapis do papel’esta-se de facto a afirmar que toda a fungao
real de variavel real continua é seccionalmente de classe C?! Repare-se que se
desenha a certa velocidade, supostamente continua, e exercendo forga “sobre o papel”,
também de forma continua. O grifico de uma fung¢do continua é afinal suave a menos
de alguns — poucos — “cantos”... Uma fun¢ao continua “sem”grafico é realmente
chocante...

Cremos também que uma parte da importancia da Matematica reside na riqueza de
defini¢oes, com suas distingoes e equivaléncias.

Recordemos um lugar comum

Todo o conceito profundo € dificil e nao deixa de ser qualquer das coisas por
mera reformulacao. Podemos apenas mudar a localiza¢ao das dificuldades.

E passemos a algumas observagoes sobre este trabalho.

A demonstracao do Teorema da Fungao Inversa para funcoes reais de variavel real
continuas que apresentamos (teorema 3.4) nao apela a ordem de R, tem apenas a ver
com a compacidade local; vale tal qual para demonstrar que uma bijeccao continua en-
tre dois espacos topolégicos separados € um homeomorfismo se o dominio € compacto.
A demonstragao do teorema 3.6 (de continuidade uniforme) vale do mesmo modo para
funcoes entre espacos métricos, cujo dominio é compacto.
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O teorema 5.2 mostra a equivaléncia entre a defini¢ao de continuidade que damos (3.1)
e as definicoes classicas.

A demonstracao do teorema 5.4 poe em evidéncia a importancia de se poder utilizar
definicoes adequadas as circunstancias; nomeadamente pensamos que ilustra o lugar
comum acima enunciado: a defini¢ao classica de limite também aqui tem o seu lugar.
A propésito da defini¢ao de fungao fortemente diferencidvel, (definigao 4.2) obser-
vamos que:

e um numero muito significativo de teoremas importantes de Analise se inicia por
“Seja f : [++] — [+ +] uma funcao de classe C*” em que k > 1.

e sem recorrer a fungoes de mais de uma variavel, define-se uma derivada de funcao
real de varidvel real que é continua (teorema 5.6; veja-se também [14]).

As Digressoes (secgdes 5 e 9) ilustram abordagens a problemas de dificuldade prética
e tedrica variada.
O capitulo 8 alerta para uma forma significativamente diferente de fazer Analise Nao
Standard: o conjunto de esquemas de axiomas novos é extremamente reduzido. A
ligagdo com a teoria que desenvolvemos aqui é estudada em [5] por Keith Stroyan e
Francine Diener.
O leitor interessado encontrara na bibliografia muitas aplicagoes da Analise Nao Stan-
dard de variadissimos niveis de dificuldade.
Em [10] apresenta-se uma proposta muito recente de aproximagao ao Célculo no Ensino
Secundario.
O texto que se segue é baseado no curso Analise Nao Standard que leccionamos no
Encontro Nacional da Sociedade Portuguesa de Matemdtica, em Fevereiro de 1998. As
exposigoes (des)cobriram essencialmente os quatro primeiros capitulos e os teoremas
5.2,5.3eb.4.

Vtor Neves

Aveiro, Fevereiro de 1998



1 Extensoes proéprias de R

Designemos por K uma extensao prépria do corpo ordenado dos niimeros reais; mais
precisamente, K designa um corpo ordenado que estende propriamente R.

Teorema 1.1 K tem um elemento positivo menor que qualquer niumero real positivo.

Dem. Por hipdtese K tem um elemento, digamos k, que nao é um numero real e
podemos supor positivo (tomando simétricos, se necessério). Podem dar-se trés casos

L.VreRr>0=0<k<r]
2.VreRr>0=r <Kk

3. reRO<k<r

No primeiro caso nada hé a provar, no segundo caso 1 ¢é positivo e menor que qualquer

nimero real positivo. )

No terceiro caso, seja A = {x € R: z < k}. A#0, —pois—reA—eAé
majorado por r; portanto A tem supremo em R; digamos que supA = a € R. Por
um lado a # k ¢ R, por outro, se |a — k| ndo fosse menor que qualquer niimero real
positivo, a nao poderia ser o supremo de A em R. Assim |a — k| é o elemento cuja
existéncia procuravamos provar. O

Designamos por infinitesimais os elementos de IC cujo valor absoluto é menor que
qualquer nimero real positivo. O conjunto de todos os infinitesimais notar-se-a por
mon ou ménada de zero. Se a € R, a ménada de a é a + mon. Repare-se que

Proposicao 1.1 O nico infinitesimal real € zero e, portanto, dois numeros reais
distintos tém monadas dijuntas.

Os infinitamente grandes ou ilimitados de IC serao os elementos cujo valor absoluto é
maior que qualquer ntimero real positivo. Os elementos finitos ou limitados serao os

que estao entre dois niimeros reais. Formalizando

1. z é infinitesimal < r € mon < Vr € Rr > 0 = |x| < r]



2. z éilimitado ou infinitamente grande < Vr € Rlr > 0= |z| > r]

3. x é limitado ou finito < JIr € Rlz| <r
Registem-se algumas proposicoes importantes de facil demonstracao.

Teorema 1.2 Valem as sequintes proposigoes
1. Se x € mon & |y| < x entdo y € mon.
2. A soma e o produto de dois infinitesimais € infinitesimal.
3. A relacao - =~ - € de equivaléncia.
4. A soma e o produto de dois limitados € limitada.
5. O produto de um limitado por um infinitesimal é infinitesimal.

6. O inverso (oposto multiplicativo) de um infinitesimal ndo nulo é ilimitado e o
mverso de um tlimitado € infinitesimal.

Uma consequéncia imediata da proposicao 1.1 é que a diferenca entre dois nimeros
reais distintos nao ¢ infinitesimal, de onde se segue:

Teorema 1.3 Qualquer elemento limitado de IC estd a uma distancia infinitesimal de
um e um S0 numero real.

Dem. O estudo do terceiro caso no teorema 1.1 mostra a existéncia. De acordo com
a proposicao 1.1, ha unicidade. O

Para cada elemento limitado x € K designaremos por st(z) ou parte standard de x o
nimero real cuja existéncia e unicidade é garantida pelo teorema 1.3.

Teorema 1.4 Para quaisquer elementos limitados x,y € IC,
1. st(z) —x € mon
2. x <y = st(z) <st(y)
3. st(x+y) = st(z)+ st(y)

4. st(zy) = st(x)st(y)



2 Transferéncia

2.1 Exemplos

Como seria de esperar, K nao é completo: mon ¢ limitado e nao é vazio, mas nao
tem supremo em X; no entanto qualquer funcao real de variavel real e algébrica tem
uma extensao natural a K, dada pela mesma expressao formal. Analisemos alguns
exemplos, com vista a uma definicao de continuidade.

Mais um pouco de notacgao:
x estd infinitamente préximo de y & r~y < r—y € mon

Exemplo 2.1 f(z) = 2?2

1. z~y = 2°>~y?% quando z ey sao limitados, pois 1° —y*> = (z +y)(x —y) e

x + y ¢é limitado. Mas

2. Se Q ¢é ilimitado, entdo Q= Q+ % e (Q+5)? - =2+ 5z &2 ¢ mon

Exemplo 2.2 f(z) = 1. tomem-se z,y € K\{0} e observe-se que

1 1 1
e A e T
r oy Y
1. Se 0 # = =~ y entao ﬁ é finito e a diferenca no primeiro membro é infinitesimal.
2. Se 0 ~ z, entao = ~ 2x mas |l—i‘ = |i| ¢ mon
’ T 2x 2x

Exemplo 2.3 f(z) =%/z. Tome-se z € K e um infinitesimal nao nulo h.

1

"3v+h -3z = -h
(’3x+h2 + 3x 4+ h'3x + ’3902)

O segundo membro da equacao é sempre infinitesimal, mas se x = 0, o primeiro factor
é ilimitado.

E ainda um exemplo de natureza distinta.
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Exemplo 2.4 Seja 2 um elemento ilimitado de K e defina-se ¢(z) = Qx (x € K).
Tome-se a € K e sejab; =a+ g; (i =1,2).

1. by = a, mas ¢(by) = ¢(a) + 1 % ¢(a).
2. by~ a, e ¢(bs) = ¢la) + & = ¢(a).

De facto, dado § > 0 em K, se 0 < & < 2 também em K, tem-se |¢(z) — ¢(a)| < &
sempre que |z — a] < e. Em particular, se « — a for suficientemente infinitesimal,

¢(z) = ®(a).
Nos trs casos em que a funcao é extensao de uma funcao real de variavel real,

1. Se a é um elemento real do dominio e x =~ a, entao f(z) ~ f(a). O que talvez
nao seja de estranhar, pois as fungoes sao continuas.

2. No entanto as duas primeiras funcoes nao sao uniformemente continuas, e tal
¢ ilustrado por alguma irregularidade do comportamento enquanto controlado
apenas por numeros reais.

3. A terceira funcao é uniformemente continua e a “irregularidade”ira aparecer na
derivada — a fungao nao ¢é Lipschitziana.

4. A ultima funcao nao é extensao de uma funcao real de variavel real, mas, tanto
quanto a linguagem dos corpos pode distinguir, é continua segundo a definicao
classica aplicada a nova estrutura e nao “obedece a critérios infinitesimais” arbitrarios.

2.2 O Principio de Transferéncia

Como se verd, poderiamos continuar a fazer Andlise Nao-Arquimediana em I,
obtendo resultados "razoaveis’sobre continuidade e limites de funcoes “a menos de
um infinitesimal”; mas acabaria por ser claro que cada vez mais nos afastariamos da
Anélise Matematica Classica e nao é esse o nosso fim.

Passamos a enunciar caracteristicas de uma extensao K particular, designada por "R,
de cuja existéncia sera se tratar adiante, na seccao 7.2. Os elementos de R serao
designados por ntumeros hiperreais, particularizando por hipernaturais, hiperinteiros,
hiperracionais,etc.

Supomos que o leitor estd habituado a utilizar a linguagem da Loégica Formal (de
Primeira Ordem) para enunciar proposi¢oes e definir entidades matemdticas. Deter-
minamos ainda que as formalizacoes serao sempre feitas limitando os dominios das
varidveis. Designaremos esta linguagem por linguagem elementar de R.
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Exemplo 2.5 Por exemplo, o Axioma de Completude nos niimeros reais entende-
se como formalizao da seguinte expressao informal

Vo e P(R)[z # 0 Axtem majorante = x tem supremo) (1)

Vejamos como formalizar completamente.

1. y é majorante de x = ¢(y) =y€R A VzeR[z€x= 2 <1y]

2. u é supremo de z = ¢(u) = d(u) N Yv € Rlp(v) = u < 0]

A proposicao 1 ficard entao
Vee PR)z#0 NIy € Ro(y) = Fu € Rp(u)]

Estruturando melhor: Cada elemento do universo classico do Calculo — niimeros reais,
fungoes reais, conjuntos de ntimeros reais ou de sequéncias (finitas) de nimeros reais
ou de conjuntos de ntumeros reais, relacoes de ordem, etc. — é designado por uma
constante prépria — 0, 7, e,sen, R, N, P(N), ... — e, para cada uma destas, existe
também a da correspondente extensdo nao-standard *.). Se A é a constante que
descreve um certo conjunto classico, entao “A é a constante atribuida ao conjunto
{fa : a € A}. A *-transformada de uma proposigao sobre o universo classico do
Célculo obtém-se substituindo cada constante ¢ que nela ocorre por *c.

Sem mais, poderiamos enunciar, de um modo ainda informal, a propriedade funda-
mental de "R, a saber:

Principio de Transferéncia (ou de Leibniz)

Qualquer proposicao formalizavel na linguagem elementar de R é verdadeira
sse a proposicao que dela se obtém substituindo cada constante ¢ por *c é
verdadeira em "R.

Para uma abordagem inicial, esta formulacao é suficiente. A secgao 6 apresenta uma
descricao mais cuidada.

O exercicio que apresentamos de seguida — e sera reformulado em 6.1 — apresenta
algumas proposicoes uteis, cuja demonstracao consiste essencialmente em formalizar
adequadamente o que se pretende mostrar.

Exercicios 2.1 Mostre que

1. Todo o conjunto nao vazio e majorado que pertenga a *P(R) tem supremo (como
vimos acima...)



2. Designe-se por PF(R) o conjunto das partes finitas de R. Todo o conjunto em
*PF(R) tem méximo.

3. u(0) & P(R).
4. O conjunto dos nimeros finitos nao pertence a *P(R)
5. Os conjuntos °N e R nao pertencem a *P(R).

6. O conjunto dos ntimeros hiper-racionais standard estritamente entre 0 e 1 nao
pertence a *P(R).

Para fixar terminologia:

Definicao 2.1 Uma entidade dir-se-d standard , se for classica ou *x para alguma
entidade classica z; uma entidade é interna se for elemento de alguma *x.

O exercicio 6.1 é a reformulacao do anterior com esta terminologia.

Uma relao entre mnadas e vizinhanas:

Teorema 2.1 I Princpio de Cauchy Sex € A C R e u(x) C* A, ento existee € R
tal que |x — e,z +¢[C A.

Dem. Pelo Principio de Transferéncia, se
E = {ceRf|VWeAly—z|<e=ye

entao
E = {eetvtrt|Vye Ally—z| <e=ye" 4

Ora se u(x) C* A entdo, em particular, *A # () =* (); pelo Principio de Transferéncia,
também A # (), ou seja, A contém uma vizinhanca standard de z. O



3 Continuidade

No que se segue, como é habitual, designaremos as fungoes (ou as constantes) e suas
*_extensoes pelo mesmo simbolo, bem como identificamos A e 7 A, sempre que tal nao
cause ambiguidade.

Definicao 3.1 Uma funcio f : A C R — R dir-se-a continua se, para qualquer
r €A, quando y €* A & y~x se tem f(y) = f(x).

Seguindo uma apresentacao classica, pode demonstrar-se facilmente, sempre para
funcoes reais de uma variavel real,

Teorema 3.1 Valem as sequintes proposigoes:

1. As funcgoes constantes sao continuas

2. A soma e o produto de fungoes continuas € uma fungao continua.

3. A funcao v — % ¢ continua (Veja-se o exemplo 2.2).

4. A composicao de funcoes continuas € continua.

Teorema 3.2 (Teorema do Valor Intermédio) Se a fungio continua
f:la,b] CR — R verifica f(a) <0 < f(b), entdo existe ¢ €]a,b| tal que f(c) = 0.

Dem. Mais uma vez, seja N um numero hipernatural ilimitado e considerem-se os
elementos z,, €* [a,b] da forma z, = a +n’%% (0 < n < N). Como f(z9) = f(a) <
0 < f(b) = f(zn), existe um primeiro n, para o qual 0 < f(x,) (exercicio 2.12),
digamos f(z,—1) <0 < f(z,), de onde resulta

st (f(nr)) < 0 < st (f(22)).

Mas, pela continuidade de f e porque z,,_1 =~ x,,

st(f(zn1)) = [(st(wn-1))
f (st(an))
= st(f(za))
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e, tomando ¢ = st(,,), conclui-se f(c¢) = 0. E claro que ¢ é um nimero real estrita-
mente entre a e b. O

Teorema 3.3 (do Maximo) Se a fungdo f : [a,b] CR — R (a < b) € continua,
entao tem um valor mdximo e um valor minimo.

Dem. Demonstraremos apenas que f tem maximo.

Seja. N um numero hipernatural ilimitado e considerem-se os elementos

T, € [a,b] da forma z, = a+n% (0 < n < N). O conjunto hiperfinito (interno)

{f(z,): 0<n < N} tem um méximo (pelo Principio de Transferéncia), digamos
flan) < flan,)  (0<n<N).

Vamos ver que f (st(z,,)) é¢ médximo de f. Dado x € [a, ], existe (uma infinidade de)
T, tal que z =~ x,, e tem-se, pela continuidade de f,

f(@) = f (st(wn)) = st (f(xn)) < st (f(2ng)) = f (st(2n))

Para dar conta de todas as fungoes algébricas:

Teorema 3.4 Se a funcgdo f : [a,b) CR — R (a < b) € continua e bijectiva, a sua
wmversa € também uma fungao continua.

Dem. Pelos dois teoremas anteriores, f([a,b]) = [¢,d], para certos ¢, d distintos em
R. Basta assim mostrar que, para cada = € [a, b],

y~=z < fly)=f(x) (y€a,bl)

Como f é continua por hipdtese, basta de facto mostrar que, para = € [a,b] e y €*]a, b,

y#Er = fly) £ f(x).

)

Suponha-se entao que y % x. Tem-se y ~ st(y) # z; por um lado f(z) # f(st(y)),
~ f(st(y))

t f
porque f é injectiva, e assim f(z) % f(st(y)) (proposigao 1.1); mas f(y) ~ f(st(y)
consequentemente f(y) # f(z). O
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Podemos concluir que
Teorema 3.5 Todas as funcgoes reais de varidvel real algébricas sao continuas.

Definigao 3.2 Uma funcao f : A C R — R dir-se-d uniformemente continua se, para
qualquer x €* A, quando y €* A & y =~z se tem f(y) =~ f(x).

Teorema 3.6 Se a funcao f : [a,b] C R — R € continua, entao é uniformente
continua.

Dem. Tomem-se z,y arbitrarios em *[a, b], tais que = ~ y; = é limitado, consequente-
mente tem parte standard (teorema 1.3) e segue-se de a < x < b que

a=st(a) < st(x) <st(b)=>5

Assim tem-se x &~ st(z) ~ y e, como f é continua, f(z) ~ f(st(z)) = f(y) e f(x) ~
f(y) como se pretendia mostrar. O



12

4 Teorema Fundamental do Calculo

4.1 Integrais

Defini¢ao 4.1 Dados a,b € R, uma funcdo f : [a,b] — R diz-se integravel em |a, b|
se para todos os numeros hipernaturais ilimitados n €* N e qualquer funcdo interna
=iz €lat+ir,a+ (i+1)L] (0<i<[nb—1) as somas

S(f,n,a,b,z) = Zf(a:z)%

sao finitas e tém a mesma parte standard; essa parte standard comum dir-se-d o in-
tegral de f em [a,b] e nota-se

b
/ f(x)dx = st(S(f,n,a,b,x)).

Teorema 4.1 Se a fungio f : [a,b] — R € continua, entio € integrdvel em [a, .

Dem. Os varios hipernaturais n e m considerados serao sempre ilimitados.

Em primeiro lugar tem-se
1S(fin,a,b,2)] < Max{|f(z)]: x € |a,b]}(b—a)

Pelo que as somas sao finitas.

Em segundo lugar
1S(f,n,a,0,2) = S(f,n,a,b,y)| < Max{|f(z;) = f(y:) : 0<i<n—1}(b—a)~0

O maximo no segundo membro ¢ infinitesimal, porque todos os elementos comparados
sao (teorema 3.6), e portanto o primeiro membro também é infinitesimal.

Dados n & x e m & y quaisquer, podemos formar somas S'(f,mn,a,b,T) e
S'(f,mn,a,b,y) onde
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]

S|

_ o1 : 1 1 :
T; =x; se [a+j%,a+(]+1)%]g [a—l—zﬁ,ajt(z—l—l)

]

As somas S’ nao sdo somas do tipo que convencionamos inicialmente — as escolhas nao
estao necessariamente no intervalo do mesmo indice — mas servem como elementos
de comparagao. Tem-se

|S(f,n,a,b,x)—S(f,m,a,b,y)\

3=

_ 1 ) 1 1 ,
Y =viselat+j—,a+(+1)—]Clat+i—a+(i+1)
mn mn m

S ’S(fanaaabax)_S(famnvaabvf)‘
+ |S(f,mn,a,b,T) — S(f,mn,a,b,7y)|
+ ’S(fvmn7a‘7b7y)_S<f7naa’7bay>|

Todas as parcelas do segundo membro sao de novo infinitesimais e podemos concluir
que o primeiro membro também é, isto €, as somas tém a mesma parte standard. O

Com as convengoes usuais: [ f(z)dz = 0 ¢ f; f@)de = — [} f(x)dz, ndo ¢ dificil
mostrar que

Teorema 4.2 Se a fungao [ € integravel em [a,b] entao
1. f € limitada
2. Sem=inf{f(zx): a<z<b} eM=sup{f(z): a <z <b},

m(b — ) /f v < M(b-a)

/ad(a:)d:t — /acf(a:)d;v = /Cdf(x)dx

4. A fungao F : [a,b] — R dada por x — [ f(t)dt é continua.

3. Sea<ec,d<b,

. Se f e g sao fungoes integrdveis em [a,b] e r € R, entao

/ab(rerg /f )dx + /ab (x)dz.

Sera bastante mais facil demonstrar os mesmos resultados com f continua, em par-
ticular a parte 3. E é esta a situagao que de facto nos interessa para o Teorema
Fundamental do Célculo.
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4.2 Derivadas fortes

Definigao 4.2 Uma funcgdo f :Ja,b[C R — R diz-se fortemente diferencidvel se
existe uma funcao f' :la,b|— R, designada por derivada forte de f, tal que, para
qualquer x €*)a, b], se st(x) €]a,b] e 0 # Az =~ 0, entdo

flat &)~ f@)
I ) )

Vejamos algumas propriedades das derivadas fortes. A func¢ao dada pela equacao (14)
¢ uma fonte para a compreensao sobre o significado de diferenciabilidade forte.

Teorema 4.3 As derivadas fortes so funes contnuas.

Dem. Se z €]a,b[ e 0 # Az ~ 0, tem-se, aplicando a defini¢ao quer a x quer a z+ Az,

f(z+Az) — f(z)
Ax

= fl(z)+e
= fllz+Azx)+9
com €, ~ 0 e portanto

fllx4+Az) — fl(z)=e—d=0

como se pretendia verificar. O

Perante este teorema, é de esperar o seguinte.

Teorema 4.4 Se a funcdio f :|a,b[C R — R € fortemente diferencidvel, ¢ €la,b| e
f'(c) >0, entdo f € crescente em alguma vizinhanga (standard) de c.

Observe-se que se f for diferencidvel no sentido clssico, pode ter-se f'(¢) > 0 sem que
f seja mondtona em torno de c.

Exemplo 4.1 Considere-se a funcao f : R — R dada por

_Jxz+marsen (%) x #0
o -{; T

E f4cil verificar que, no sentido clssico, f’(0) = 1; no entanto, se k é um nimero
hipernatural qualquer tem-se

Ty = (g +2km) " > 1y = (g + 2k +1)m) " > as = <g + 2k +2m)
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mas

fz1) > f(z2) < f(x3).
Ora, se k for infinito, z; € u(0) (i =1,2,3
em qualquer vizinhanga de zero.

), e podemos concluir que f nao é mondtona

No que segue convencionamos a seguinte notao
a<<b=la<b& a# & a>>b=[a>b& a#l

Dem. (Teorema 4.4) Se x,y ~ c e x # y tem-se

x —
F@) =10 ey oo
r—y
pelo que, necessariamente a fraccao é positiva, ou seja f(x) — f(y) e x —y tém o
mesmo sinal. Vimos entao que f ¢é crescente na moénada de c; pelo I Principio de
Cauchy (teorema 2.1), f é crescente numa vizinhanga standard de c. O

Vejamos mais um teorema importante.

Teorema 4.5 (da Funcao Inversa) Suponha-se que a funcio f :la,b[C R — R €
fortemente diferencidvel, que ¢ €la,b] e f'(c) # 0. Nestas condigoes, existem wvizi-
nhangas standard U de c e V de f(c) tais que

1. f:U —V € uma bijeccao bicontinua

2. [71:V — U € fortemente diferencidvel e

SN S
() (@) =y @eD)

Dem. Suponha-se, para fixar ideias, que f’(¢) > 0, pelo que f é crescente em algum
intervalo aberto U Cla, b[ que contém c¢; como f é diferencidvel, também é continua
e, pelo Teorema do Valor Intermédio, f(U) é um intervalo aberto V' que contém f(c),
sendo claro que f : U — V é uma bijeccao. Para mostrar que f~! é continua, vamos
provar que

vy = flo)# fly) (r,y€U)

Se r % y, podemos supor r << y e dai concluir que existem dois nimeros reais
(standard) u,v tais que v < u << v < y; mas assim f(z) < f(u) << f(v) < f(y) e
f(z) % f(y), como queriamos demonstrar. Temos entao, de facto,

rrw & )~ fHw) (z,weV)
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Podemos supor que, para certos «, 3 €la, b,

e ainda que

Passemos a derivada da fungao inversa. Tome-se z € V e Az ~ 0 com Az # 0; valem
as seguintes condigoes, para z = f~1(2) & Ax = f~1(z 4+ Az) — f71(2):

[ e+0z2)— () Az
Az N flz+ Az) — f(z)
1
= T@rhn) - f(@)
Az
N 1
T fla)

pois & << a < x < f# << b (por (3)) e portanto a << z << b, pelo que
f'(x) é finito e nao infinitesimal (por 4), valendo a aproximacao infinitesimal, como
se pretendia. O
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Um Teorema da Média com demonstragao que tem de facto a ver com médias.

Teorema 4.6 (da Média) Se a fungao f :]la,b[C R — R € fortemente diferencidvel
e , 3 €la, b, entao, para algum c €|, (],

fla) = f(B)

2 - 1) 5

Dem. Tome-se um nimero hipernatural infinitamente grande N. Por traqnsferncia
das propriedades da soma, tem-se

101[ Fla+(i+1) (ﬁNoz))_f(aH(ﬁ;[a))}

e dai

=2

_ _TWW+AB&QB+&}

i=

o

para certos ¢; & 0 (0 < i < N —1). A razao incremental ¢ assim uma hipermédia
aritmética, estando portanto entre dois dos termos da soma

B-a) . SO @) B0

flati—y S T 424 N

) + &5

Segue-se que

st (f’(aﬂ'@)) < st (M> < st (f’(aﬂw%\,a)))

donde, pela continuidade de f”,

(s 50 < LI gy 0 0))

N 00—« N

e também existe algum c entre st(a + Z(’B )Y ¢ st(a —I—j( ) para o qual vale (5) e de
facto a < ¢ < 3. O
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4.3 Teorema Fundamental do Calculo

Teorema 4.7 (I Teorema Fundamental) Se f : [a,b)] C R — R ¢ fortemente
diferencidvel, entao

/ f@)de = () — f(a).

Dem. A derivada f’ é integravel, pelos teoremas 4.3 e 4.1.
Seja n um hipernatural ilimitado e designe-se

1
a;, = a+i— (0 <i<bn)
n

fb)—fla) = Z [f(ait1) — f(as)]

0<i<bn

= Y Fa)ain —a)

0<i<bn

= > f’(xi)%

0<i<bn

/ab f'(z)dz.

A escolha interna z existe, por transferéncia do Teorema da Média 4.6. Como
fb)—f(a)e fab f'(x)dz s@o iguais porque sao standard e estao infinitamente proximos.
O

Q

Cremos ter dado pistas suficientes para o leitor encontrar a sua propria demonstragao

do

Teorema 4.8 (II Teorema Fundamental) Se f : [a,b] C R — R € continua, entao

FE{L”—)/xf(t)dt (x € [a,b])

¢ fortemente diferencidvel e
F' = f
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5 Digressao I

5.1 Teorema de Peano

Em *R* (k € N) dois elementos z,y estardo infinitamente préximos, denotando-se
x & y, se para a norma euclideana || - | (ou, outra qualquer...), ||z — y|| € p(0) C*R.
E claro que x =~ y sse o mesmo acontece em R entre todas as coordenadas do mesmo
nome.

Uma funcdo real de varias varidveis reais f : A C R¥ — R serd continua se valer a
seguinte condicao:

Vee AVy €* Aly~z = |[f(x) — f(y)| = 0].

A adaptacao do teorema 5.2 é muito simples e o que se segue nao devera apresentar
dificuldades de maior.

Voltaremos a este teorema na secgao 9.

Teorema 5.1 (de Existéncia de Peano) Dados a,b € R, sendo a < b, uma fungao
f:]a,b] xR — R continua e limitada e 9 € R, entdo existe uma funcao x : [a,b] — R
tal que

{%(t) = f(t,x(t))

x(a) = xg
Dem. Suponha-se que

[f(t,2)] < M (6)
e seja N um nimero hipernatural infinito. Defina-se

b—a

t, = a+n (0<n<N)
Defina-se ainda

U,(to) = Xy
u®) = fltn,u(tn))(t —tn) +ultn) (¢ € [tn,tnn]; 0<n<N—-1)  (7)
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Tem-se, para 1 <n < N — 1,

tn) = 2+ Y (ulties — u(t)
e, por (7), também
u(tn) = o + Z f(t, u(ts)(tivn — ).

Pelo que todos os u(t) sao finitos, ja que, por (6) e (7),
[u®)] < |zo| + M(b—a) (t€"[a,b]) (8)

Por outro lado, se s € [t,,tnt1] & t € [tm, tms1], por exemplo com n + 1 < m, tem-se,
por (7) e (6),

HOZN |ttt = ) ) = Fltnsu(ta)) 5 — t0) — (i)
= | Flm ) T2 3 s w0 it u(t) S
|t ) 2 3 s () ()
< M. o
Em suma
u(t) —u(s) < Mle—s| (st € [a.b]), o)

o que, com (8), nos garante a continuidade de u e dai a boa definigao e a continuidade
da fungao z : [a,b] C R — R dada por

x(t) = st(u(st(t)),

observando também que se t €* [a, b], entao st(t) € [a,b].
De facto, para quaisquer t, s € [a, b

[2(t) = x(s)| = |ult) —u(s)] < M|t = s,

pelo que
|z(t) —x(s)| < M|t —s| (t,s € [a,b])

() — x(s)| < Mt — 5| (t,s €a,b])
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pelo Principio de Transferéncia. Conjugando estes resultados com (9), podemos
concluir que os grdficos de x e de u estio contidos em *([a,b] X [xg — M, zo + M]);
como f é uniformemente continua em [a,b] X [zg — M, xo + M],

fx(t) = f(tut) (€ la,b]);
mas entao o conjunto interno
{6: 8 €RY & |f(t,z(t)) — f(t,u(t))| <6, para todo o t €*[a,b]}

contém todos os niimeros reais positivos donde, também tera um elemento infinitesimal
positivo, digamos (, e tem-se o seguinte, para todo o t €* [a,b], se t € [t,, tr1],

n—1

u(t) muty) ~ xo+ Y [t u(ti))(tis —t;)

=1

P04 3ttt tis — 1)+ C- (=)

Q

(1)

Q

Q

ro-+ 3t w(t)) s — 1)

Q

xo—l—/ f(s,x(s))s
isto é,

x(t) = o —i—/ f(s,u(s)ds

Repare-se que nada se afirma quanto a unicidade de solucao.

Exercicios 5.1 Considere o problema de Cauchy

z(0) =0

Obtenha as solucoes x = 0 e x = ¢ utilizando particoes infinitesimais.
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5.2 Continuidade 11

As continuidades até agora consideradas sao equivalentes as definidas classicamente.

Teorema 5.2 Para cada funcao f : A C R — R, valem as proposicoes sequintes
formalizadas abreviadamente:

1. f € continua sse

Ve e AVS > 03e > OWy € Ally —z| <e = |f(y) — f(x)] < d]

2. f € uniformemente continua sse

V6 > 03e > OWr,y € Ally — x| <e = |f(y) — f(z)] < d].

Dem. Demonstramos apenas 1; o modo de utilizagao do I Principio de Cauchy
(teorema 2.1) e do Princpio de Transferncia é andlogo nos dois casos.

Seja entao f: A C R — R. Suponha-se que f é continua no sentido classico. Tomem-
se x € [a,b] e y € [a,b] tais que x &~ y. Queremos mostrar que

Vo € RT|f(z) — f(y)| <o

Dado 0 > 0, tome-se um € “adequado”’pela definicao classica de continuidade em z.
Como x =~ y, em particular |z — y| < ¢; resulta (pelo Principio de Transferéncia) que
|f(z) — f(y)| <6, como queriamos.

Reciprocamente, suponha-se que f é continua (no sentido, nao standard, que temos
vindo a utilizar), tome-se x €]a,b[ e § € R*; defina-se

Cs = {ee" Ry e Allz —y| <e=|f(z) - fy)| <]}

Este conjunto é standard pois, por transferéncia, é a extensao do conjunto definido
pela férmula clssica correspondente:

Cs = {feeRT VyeAllx—y| <e=|f(z) - fly) <]}

Vamos ver que u(0) C* C # (). Pelo I Princpio de Cauchy, a demonstracao estard
feita.

Se € € u(0) e |z —y| < e, entdo x ~ y pelo que f(z) ~ f(y) por hipdtese; mas assim
|f(z) — f(y)| < 6. Em suma p(0) C* Cs, como queriamos provar. O
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5.3 Prolongamentos

Teorema 5.3 Para quaisquer a,b € R tais que a < b, st(*]a,b]) = st(*]a,b]) =
st(*[a, b]) = st(*[a, b]) = [a, 0]

O que, em termos classicos, afirma que a aderéncia de qualquer intervalo limitado é o
intervalo fechado com os mesmos extremos.

Um teorema de extensao:

Teorema 5.4 Sejam [a,b] um intervalo em R e A um subconjunto de [a,b] tal que
st(*A) = [a,b]. Se a funcdo f: A — R € uniformemente continua e todos os elementos
de f(*A) sao limitados, entao f tem um prolongamento continuo unico a |a,b.

E a demonstracao podera fazer-se mostrando que a funcao dada por
f(x) = st(f(u)) se zru&uc*A (x € [a,b]) (10)

é o prolongamento requerido de f.
Vejamos.

Dem. (do teorema 5.4) Seja f dada pela condicao 10. A funcéo estd bem definida,
porque dois ntimeros infinitamente proximos tém a mesma parte standard.

Pelo teorema 5.2 e pelo principio de Transferéncia, dado § € R*, existe e € RT tal que
Vr,y € Alx —y| <e = [f(z) — fy)] <. (11)

Tome-se z € [a,b] e tome-se também y € [a, ] tal que
[z -yl <e. (12)

Por hipétese, existem 7,7 €* A tais que © ~ T e y = 7. Como os dois membros da
equacao 12 sao reais, nao sao infinitamente proximos e portanto

T -7l <e

Mas entao o
|f(z)) = f@)] <é

E temos o seguinte

@) = f)l = Ist(f(x)) — st(f(@))

)

A fungao f é continua em x no sentido classico. a
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5.4 Derivadas

O I Princpio de Cauchy (teorema 2.1) tem tambm o seguinte corolrio:

Teorema 5.5 Dada uma funo f : A C R — R e dados dois nmeros reais a,b, as
condies sequintes so equivalentes

1 lim, ., f(z) = b
2. Sexe€* A\{a} e x = a, ento f(x)~D.
Dem. Defina-se para cada § € R
Es = {eeR+ |V e A0< |z —a| <e=|f(x)— b <0}
Pelo Princpio de Transferncia
*Es = {e€’vtr+ | Ve e A0 < |z —a| <e=|f(z)—b|] <8}

A demonstrao continua de modo semelhante da primeira parte do teorema 5.2. O

E segue-se

Corolario 5.1 Uma funo f :Ja,b|]C R — diferencivel (no sentido clssico) sse existe
uma funo f’:]a,b|C R — de modo que, para qualquer x €|a,b| e qualquer A = 0 e no

nulo se tem
flz+Az) — f(z)

N ~

Podemos agora demonstrar o

Teorema 5.6 Para qualquer fun¢ao f :la,b[C R — R (a < b), as condi¢des sequintes
sao equivalentes

1. f € fortemente diferencidvel
2. f tem derivada continua ' :|a,b|— R, no sentido clssico.

Dem. Os teoremas 4.3 e 5.2 estabelecem que 1 = 2.

(2 = 1) Suponhamos que f é de classe C*', que = é quase-standard em *]a, b[ e que
0 # Az = 0. Pelo Teorema da Média (transferido) e pela continuidade de f’,

[z + Ax) — f(x)
Az
para algum 6 €]0, 1. O

= [z +0Ax) = f'(z)
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5.5 Microscoépios I

O microscopio de poténcia — positiva e infinita — € apontado ao ponto (a,b) € R? é a
aplicagao (mudanca de varidveis)

M = (u,v) : Bz(a,b) C*R* — By(0,0) C*R?

%
dada por
u = U(ZE,y) = Q($_a) v o= U(ZE,y) = Q(y_b)

Consideremos alguns exemplos de visao microscopica de graficos de funcoes
f:R—R.

Exemplo 5.1 Para f(x) = 2? vejamos casos em que o alvo é standard e um caso
em que é quase-standard, sempre com poténcia arbitraria €2.

1. Alvo (0,0) (Figura 1). Tem-se

o) o) 0<v—0ft 2—“2<1~o
u= Oz v=Qy <yp= Qu =9 q~0
Yy
X
Figura 1: 1

Em visao microscopica o grafico é um segmento do eixo dos uu, como seria de esperar
ja que f'(0) = 0.
2. Alvo (1,1) (Figura 2). Neste caso

u = Qz-1) v = Qy-—1)
seguindo-se
2

v:Q(x—l)(x—i—l):u(%—l—Z):%—l—Qu%Qu

O grafico microscépico é um segmento de recta de declive 2 — e 2 = f/(1).
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(1,1.)/ /
Figura 2: 2

3. Alvo (g,¢) (Figura 3) com € = 0.
2

u = Qx—¢) v = Qy—e) v:uﬁ—i—qu%O;

pois f'(e) = 2e. Mais uma vez, obtemos um grafico sobre o eixo dos uu.

Y
x
(g,8) oy
Figura 3: 3

A semelhanca de situagoes nos exemplos 1 e 3 de 5.1 nao é arbitrarial Mas vejamos
um caso de nao diferenciabilidade.

Exemplo 5.2 Consideremos f(z) = /||
1. Apontando a (0,0) (Figura 4)

v>0 & |y :“5 ~ 0.

Neste caso o grafico microscépico estd contido no semi-eixo nao negativo dos vv e
inclui (0,0), o que,por um lado, reflecte o facto de f nao ser diferencidvel na origem

pois
vV I;J I_—Oﬁ 20

e por outro, poe em evidéncia que a funcao nao é mondtona em torno de zero.



27

x
l*—,
u

Figura 4: 4

2. Apontando a (a,a) ~ (0,0) (Figura 5), por exemplo com a > 0, vem
u = Qz—a) = Qy*—a)
_ v 2 _
=Y <(Q Vo) a)

02
a + 2vv/a
0

Q

Figura 5: 5

Mas desta vez o grafico microscopico contido no eixo dos vv intersecta a parte positiva
e a parte negativa — se u < 0 necessariamente v < 0 — pondo em evidéncia que a
derivada existe em a €* R, mas nao € um numero finito.

Exercicios 5.2 Estude imagens microscopicas da funcao f : R — R dada por

_ Jasen(L) x#0
@) = {0 o (13

Um teorema dé conta de uma parte do que temos vindo a verificar.

Teorema 5.7 Se f :Ja,b[C R — R € diferencidvel em ¢ €]a, b[, a imagem microscépica
do grdfico de f em qualquer vizinhanca infinitesimal de ¢ (contida em *|a,b]) estd
contida num segmento de recta com declive f'(c) e (0,0) nao é ponto extremo dessa
immagem.
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O que nos traz de facto pequena novidade... Este enunciado reformula a definicao de
derivada, pondo em evideéncia que o erro de aproximacdo linear da funcdo € pequeno
comparado com o erro de aproximacao da varidvel.

No entanto, os exemplos 5.1.2 e 5.2.2 podem ser enganadores como veremos adiante: o
comportamento microscopico de uma funcao diferenciavel em pontos quase-standard
pode depender fortemente do alvo e da poténcia.

Mais um exemplo de visao microscopica, desta feita de uma curva, que nao é um
grafico, mas é uniao de graficos.

Exemplo 5.3 A circunferéncia unitdria em R? tem equacao z? + y? = 1. Apontemos
um microscopio a um ponto arbitrario (a,b) (Figura 6). Vem

U 2 v 2
e - -1
(Q + a) + (Q + b)
De onde se retira

1
2au +2bv = —ﬁ(uz—l—'zﬂ) ~0

Ou seja (Figura 6), ao microscépio um arco de circunferéncia é um segmento de recta.

Figura 6: 6

O que diz muito sobre a natureza deste subconjunto de R?, mas de facto também
continua a nao ser surpreendente, pois a circunferéncia é uma justaposicao de gréficos
de fungoes diferencidveis (de z ou de y).

5.6 As funcoes seno e coseno

Assentemos na apresentacao das fungoes trigonométricas a partir de triangulos
rectangulos, com a extensao ao conjunto dos ntimeros reais através do circulo trigo-
nométrico. Neste contexto, se (z,y) representa um ponto da circunferéncia unitaria
de R? orientada no sentido directo, que determina o arco orientado de comprimento ¢
radianos a partir de (1,0), tem-se

r = cos(t) & y = sen(t).
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Estudemos o caso “canénico’0 < rz << 1 & 0 < y < 1 com z e y eventualmente
nao-standard. Temos entdao v = z(t) e y = y(t) para algum ¢ €*]0, Z[\n(0); se Az
e Ay forem os acréscimos correspondentes ao acréscimo infinitesimal At a ampliacao
descrita na figura seguinte (Figura 7) mostra que

Ax Ay
A —sen(t) & NI cos(t)
de onde se conclui
cos'(t) = —sen(t) & sen/(t) = cos(t).

Az
ANAY
t

Figura 7: 7

Repare-se que a condicao = % 1 é importante: se ela se nao verificar o segmento que
representa At no microscopio é vertical, apesar disso as equagOes anteriores valem
mesmo se x nao for standard.

5.7 Microscopios 11

Defina-se agora a funcao f : R — R por

_ Jafsen(L) x#0
fo) = {o 7 (14)
Para 0 # x ~ 0 tem-se
‘f(x;:g(o)' _ ‘ff) — || sen(i)‘ <|z|=0

Ou seja f'(0) = 0. Utilizando as regras de derivagao obtemos

oy J2zsen(L) —cos(2) x#£0
o
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Seja agora k um hiper natural impar infinito e apontemos um microsépio de poténcia
(km)? ao ponto (7=, 0).

u 1\? 1
v = (kr)? (— + —) sen | ——
(kﬂ')2 ]{IT(' W + %
2 2 ]{7 2
S + -t +1) sen (k)
(km)2  km u+ km
km)? k
sen & =sen | km — ™
u+ km u—+ kmw

n b U
= se
uw—+ km

~ sen(u)

Q

A funcao f é diferenciavel e f/(0) = 0, mas uma imagem microscépica do seu gréfico
em torno de % ~ (0 é uma sinuséide. Os factos seguintes deveriam ser elucidativos.

f’(%)zlaﬂk

mas, como v ~ sen(u), com u = 3 tem-se

1 1 1
(& +oite) =/ ()
1
2(km)?

Ainda com k impar e infinito

5.8 Funcgoes exponenciais e suas inversas

Vamos agora esquematizar uma apresentacao das funcoes exponenciais, partindo de
fungoes de variavel racional. A ideia serd prolongar fungoes uniformemente continuas
em intervalos de Q.

Esta forma de iniciar o estudo destas func¢oes poderia seguir-se quando se nao trata
Calculo Integral.

Uma maneira mais elementar (e para nés também mais bonita) de abordar este assunto
¢ descrita em [9].
Alguns lemas.

Lema 5.1 Valem as sequintes proposi¢coes:
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1. Se a € Q",a funcao x — x € crescente em RT.
2. Se a € (QN|1,+o0[), entao a fungdo exponencial de base a é crescente em Q.

- , .- PR . ~ 1
3. Se a é um numero real positivo e n € ilimitado em N, entao a» ~ 1.
E algumas consequéncias:

Teorema 5.8 Valem as sequintes proposigoes:

1. Sea € Q" er é um nimero hiperracinal em mon, entdo a” ~ 1.

2. Ser é um numero racional, r = 1 e x € um niumero racional positivo e limitado,
entao r* = 1

Com estes resultados pode provar-se que

Teorema 5.9 Valem as sequintes proposigoes:

1. Para a € QT a funcao exponencial de base a € uniformemente continua em
intervalos limitados de Q.

2. Para o € RT a funcao poténcia de expoente v é uniformemente continua em
intervalos limitados de Q.

As propriedades algébricas titeis para as provas de continuidade, podem demonstrar-se
utilizando o teorema 1.4.

Cremos que o leitor ja tera percebido que estaramos na altura de utilizar os teoremas
5.9 e 5.4 para provar a existncia de prolongamento contnuos a R.

Seguir-se-iam a monotonia e, portanto, a injectividade e consequentemente a con-
tinuidade da inversa: o logaritmo.
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6 Linguagem Formal

Os conceitos de Logica Matematica que vamos apresentar de seguida fornecem uma ter-
minologia com a qual se podem descrever com um formalismo minimo as propriedades
que temos vindo a utilizar.

Voltaremos a este tema na seccao 7.2.

Defini¢ao 6.1 (Termo)

1.

2.

3.

As varidveis e as constantes sao termos

Se f € wm simbolo funcional n-dario e ty,ty,---,t, sao termos, entdao
f(t1,ta, -+ tn) € um termo.

Nao ha mais termos além dos que se podem obter pelas duas regras anteriores.

Definicao 6.2 (Férmula atémica)

1.

2.

Se ti ety sao termos t; = to, t1 &ty ety € ty sao férmulas atémicas.

Se ¢ € um simbolo predicativo n-drio e ti,ts,--- ,t, sao termos, entao
O(ty,ta, -+ ,t,) € uma formula atomica.

Nao hd mais formulas atomicas além das que se podem obter pelas duas regras
anteriores.

Definigao 6.3 (Férmula)

1.

2.

As formulas atomicas sao férmulas.

Se ¢, 91 € ¢ sao formulas (~ @), (b1 Ad2), (¢1V d2), (¢1 = ¢2) e (91 & ¢2)

sao formulas.

Se ¢ é uma formula e x é uma varidvel, entio (VYxo) e (Jzp) sdo formulas e
nelas ¢ ¢ o campo de quantificacdo.

Nao hd mais formulas além das que se podem obter pelas trés regras anteriores.
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Uma férmula diz-se limitada se todas as quantificacoes que nela ocorrem sao de uma
das seguintes formas (simplificadas), onde ¢ designa uma constante e ¢ designa uma
férmula: Vo (x € ¢ = ¢) ou Jz(x € c A ¢).

Defini¢ao 6.4 (Proposigao) Uma varidvel € livre numa férmula se nao ocorre num
campo de quantificacao de alguma das suas subformulas, caso contrdrio diz-se muda.
Uma proposicdo € uma formula sem varidveis livres.

Principio de Transferéncia

Uma proposi¢ao limitada sobre o universo cldassico do Calculo é verdadeira
sse é verdadeira a sua *-transformada.

Uma férmula é interna se é limitada e ndo tem ocorréncias de ~ ou ?(-). Uma férmula
é standard se é classica e limitada ou é uma *-transformada de uma férmula cldssica
limitada.

Principio de Definigao Standard

Os elementos cldssicos bem como as suas *-extensoes sao standard. Um
conjunto € standard sse € definido por uma formula standard.

Principio de Definigao Interna

Os elementos de conjuntos standard sao internos. Um conjunto (ou uma
fungao) € interno (interna) sse € definido (definida) por uma férmula in-
terna

Exercicios 6.1 Mostre que
1. Todo o subconjunto interno nao vazio e majorado de R tem supremo.
2. Todo o subconjunto hiperfinito de niimero reais tem méaximo.
3. O conjunto dos nuimeros infinitesimais nao ¢ interno.
4. O conjunto dos nuimeros finitos nao ¢ interno.

5. Os conjuntos °N e “R nao sao internos.
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6. O conjunto dos nimeros hiper-racionais standard estritamente entre 0 e 1 nao é
interno.

Os principios que se seguem sao uteis para passar de resultados “a menos de um
infinitesimal” para correspondentes em termos de intervalos abertos de comprimento
nao infinitesimal. Sao consequéncias do Principio de Transferéncia também designadas
por Lemas de Transbordo. Podem, por exemplo, ser utilizados para demonstrar a
equivaléncia entre as nocoes de continuidade e diferenciabilidade forte e as classicas
(teorema 5.2, por exemplo).

Principio de Cauchy I

Um subconjunto interno de R que contém o conjunto dos infinitesimais,
contém uma vizinhanca standard de zero.

De outra forma

Principio de Cauchy II

Um subconjunto interno de R que contém a monada de um nimero real
r, contém uma vizinhanga standard de v, isto €, contém um intervalo *|r —
e,r+¢f, com0<eeR.

Exercicios 6.2 Mostre que

1. Todo o subconjunto interno de R que contenha todos os nimeros infinitos,
contém o complementar de algum intervalo standard.

2. Todo o subconjunto interno de R que contenha todos os niimeros finitos, contém
algum intervalo de extremos infinitos.

3. (Lema de Robinson) Se todos os termos de indice finito de uma sucessao
interna sao infinitesimais, entdo os termos sao infinitesimais até alguma ordem
infinita.
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7 Fundamentos

Tal como nao faz sentido exigir que a cada passo se considere um ntmero real como, por
exemplo, um Corte de Dedekind ou uma classe de equivaléncia de sucessoes de Cauchy
de ntimeros racionais, também esta seccao nos interessa apenas como apresentacao de
um certo tipo de fundamentos.

7.1 Superestruturas

Nesta seccao indicamos uma forma de codificar a Andlise Matematica Classica, de
modo a definir rigorosamente os objectos sobre os quais incidirao os principios apre-
sentados na secgao 2.2. Descrigoes mais detalhadas podem encontrar-se em [19].

bf Observacao: Nao faremos distincao terminolégica entre os termos fungao e
aplicacao: uma funcao f : A — B tem dominio A. Para um conjunto C o
simbolo P(C) designa o conjunto dos subconjuntos de C.

O par ordenado (a,b) € A x B é o conjunto {{a},{a,b}} € P(AU B). Para cada
n € N, a n-sequéncia ordenada (z1, zs, - ,x,) pode entender-se como uma fungao
com dominio {1,2,--- n}.

Uma funcao f : A — B é um conjunto f de pares ordenados (z,y) tais que
re€A&y€E B, e se(x,y),(x,2) € fentdo y = z.

Exemplo 7.1 Uma fungio real de varidvel real é um elemento de P(P(PR))); uma
funcdo de duas varidveis reais com imagens em R? ¢ elemento de P (R).

7.2 Modelos

Um universo para a Andlise Matematica Classica é entao a superestrutura
de base R, designada por R e definida do seguinte modo

Ry=R Rn+1=P<URk> (neN) R=|JR.
k=0 n=0

Neste contexto, a linguagem formal pode ser significativamente simplificada (a custa
do comprimento das férmulas...): para formalizar as vérias situagdes que interessam,
sao suficientes dois simbolos predicativos € e =, ja que cada individuo do universo é
elemento de algum dos niveis R,,.
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Exemplo 7.2 De acordo com o exemplo 7.1, uma funcao real de variavel real é um
elemento de R3 e um microscépio é um elemento de Rg.

A linguagem para a Analise Classica serd definida como na secgao 6, com as seguinte
alteragoes nas defini¢oes dos termos e formulas atémicas

Definigao 7.1 (Termo)
1. As varidveis e as constantes sao termos

2. Ndo hd mais termos além dos que se podem obter pela regra anterior.

Defini¢ao 7.2 (Férmula atémica)

1. Sety ety sao termos t| = to, t1 € ty sao formulas atomicas.

2. Nao hd mais formulas atomicas além das que se podem obter pela regras
anteriores.

A “construcao”de um modelo nao-standard deste universo pode iniciar-se pela cons-
trucao de uma ultrapoténcia de R; essa ultrapoténcia contém uma de R para a
qual escolhemos um conjunto equipotente designado por *R; seguidamente formamos
a superestrutura baseada em *R e define-se adequadamente (Colapso de Mostowsky)
nivel a nivel a func¢ao de extensao *(-) (veja-se, por exemplo, o capitulo 3 de [19]).

Mantendo-se as restantes defini¢oes e Principios como na seccao 2.2.

Exemplo 7.3 Se a sucessao a :* N —* R € interna, entao o conjunto dos niumeros
hipernaturais k tais que, paran de 1 a k se tem |a,| < % € interno.

Com a presente linguagem formal, o exercicio 6.1 é um extraordinario teste de atengao
e paciencia.

Observacao Este processo pode ser iterado, de modo a que, para além dos principios
que ja valem (secgao 2.2) se verifiquem condi¢oes mais fortes.

Para dar uma ideia destas construcgoes, vamos descrever um corpo ordenado que é
extensao prépria de R.
7.3 Uma extensao propria do corpo real

Um wltrafiltro sobre N é um subconjunto F de partes de N que verifica as seguintes
condicoes.
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o Vg F
e Se A, Be F,entao ANB e F
e Se Ac Fe AC B,entao Be F
e Para qualquer ACN, Aec FouN\AeF.

Os exemplos mais simples de ultrafiltros sao os ultrafiltros triviais: para cada n €
N, {AeP(N)|ne A}

A existéncia de ultrafiltros nao triviais pode obter-se utilizando o Lema de Zorn.
Defina-se uma relagao de equivaléncia = no conjunto das sucessoes de niimeros reais
RY do seguinte modo:

(a,) = (bp) se {neN|a,=0b,}€F.

Seja "R o conjunto cociente R/ = e faca-se a seguinte algebrizagao.
Dados a = [(ay)],b = [(b,)],c = [(¢n)] em "R,

ea <b sse {neNla,<b,}ecF.
ea +b=c sse {neNla,+b,=c¢,} €F.
ea-b=c sse {neN|a,-b,=c,}eF.

Algebrizado deste modo *R fica um corpo ordenado com zero = [(0),en], wunidade =

[(1),en] € onde R é mergulhado pelo monomorfismo 7 +—* r := [(r)pen]

Neste corpo [(1)] ¢ um infinitesimal; mas, se o conjunto dos nimeros pares estiver

em JF, também ¢ infinitesimal a classe de equivaléncia da sucessao definida por as,, =

—2n 2n—1

e & Aop—1 — €
Podemos continuar este processo para niveis superiores. Um conjunto A é estendido
por uma classe *A = [(A4, )nen] (obviamente a um nivel superior a R) em que todos os
A,, sdo subconjuntos de R e {n € N| A, = A} € F, por exemplo todos os A, podem
ser A; um “elemento”de *A serd uma classe [(a,)] tal que {n € N: q, € A,} € F;
Uma funcao f: A C R — R é prolongada a *A por uma funcao *f = [(f,)nen] onde,
para cada n € N, fo : Ay — R e *f([(n)]) = [fa(an)].

De um modo geral: um conjunto nao standard serd a classe de equivaléncia de uma
sucessao de conjuntos e uma fungao nao standard a classe de equivaléncia de uma
sucessao de fungoes.

Com estas defini¢oes vale um Principio de Transferéncia que permite fazer uma boa
parte do Célculo Elementar Nao-Standard (veja-se por exemplo [17]).
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8 Teoria dos Conjuntos Internos

Fazemos agora uma descri¢ao suméria da axiomatizacao de Edward Nelson ([11]).

A linguagem formal é descrita como fizemos na secgao 2.2, com uma ampliagao (ligeira
apenas na aparéncia): temos ao nosso dispor a linguagem da Teoria Formal de Conjun-
tos de Zermelo-Fraenkel ([3]) — com os conectivos ~, V, A, =, < — e correspondente
Axiomatica, bem como mais um simbolo predicativo st.

A essa linguagem acrescentam-se dois quantificadores designados por quantificadores
externos

Vst 3t
a entender como abreviaturas de
Va(st(z) =) & Jx(st(x) A-);
e convém explicitar as consequentes regras de formacao de férmulas:
1. Se ¢ é uma férmula, V**¢ também é uma férmula.

2. Se ¢ é uma férmula, 3%t¢ também é uma férmula.

Nao h& ocorréncias do sfmbolo *.

As formulas internas sao sao as que nao tém ocorréncias do predicado
st. Todas a soutras formulas sao externas.

Eis os esquemas de axiomas

Observagao: Os esquemas seguintes podem ser modificados para utilizagao na teoria
que desenvolvemos nas secgoes anteriores (veja-se a contribuigao de Keith Stroyan e
Francine Diener em [5]).
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Axioma de Transferéncia

Se ¢(x1,-+ ,x,) € uma formula interna com unicas varidveis livres
T1," - , Ty, NGO
t t
Ve - Y 0(2, - 1) & Vo - Vaao(x, -0 xy)

Axioma de Idealizacao
Se ¢(x,y) € uma formula interna com varidveis livres x ey, entdo
V2 [z € finito = FaVy (y € z = ¢(x,y))] & JaV'yd(x,y)

Este axioma poe em evidéncia uma propriedade de grande importancia pratica, a qual
corresponde a k-saturacgao nos modelos que descrevemos anteriormente:

Dado um certo cardinal k, um modelo nao-standard da Analise diz-se k-
saturado se qualquer familia de conjuntos internos com menos de Kk ele-
mentos nao-standard, cujas subfamilias finitas tém interseccao nao vazia,
tem ela propria intersec¢cao nao vazia.

Axioma de Standardizacao

Para qualquer formula ¢(z) com varidvel livre z e possivelmente outras
varidveis livres, tem-se V"o yW'z (z €y = z€x N ¢(2))

A exploracao desta axiomadtica é delicada e nao a intentaremos aqui. Limitamo-nos a
alguns exemplos muito simples.

Exemplo 8.1 Dois numeros reais standard infinitamente proximos sao iguais. Ve-
jamos:

Designem-se os dois niimeros em causa por a e b; por hipdtese vale

1
V'nn eN=la—b| < —)
n
O campo de quantificacao é uma férmula standard; pelo Axioma de Transferéncia vale

1
V(nEN:>|a—b]<E)

portanto a = b. O
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Exercicios 8.1 Uma funcao f : R — R € continua em a € R sse sempre que © =~ a

se tem f(x) ~ f(a).

Para uma apreciagao das potencialidades de apresentacao do Calculo elementar sem
recurso a extensoes, vale bem a pena o estudo das referéncias [3],[10] e [11]. O texto de
[15] desenvolve-se dentro deste mesmo espirito, de uma forma talvez mais leve, para
além do Calculo.

Teorema 8.1 Seja X um conjunto. Todos os elementos de X sao standard sse X ¢é
finito.

Dem. Esta é essencialmente uma aplicacao do Axioma de Internalizacao.
Seja ¢(z,y) =z € X N x#y.

Vo € Xst(z) & 2z € finitoAVeIyez2e g X V z =1 (15)
& Jz[X C 2. (16)
(]

Terminamos com uma “provocagao”.
Teorema 8.2 Fxiste um conjunto finito F' tal que, para qualquer x standard, x € F.

Dem. Veja [11], pagina 1167, ou medite sobre a formula x € F A F é finito. O
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9 Digressao 11

9.1 Equicontinuidade

Em geral, as demonstracoes classicas do Teorema de Peano passam por alguma forma
do Teorema de Ascoli que, por sua vez, apela a familias uniformemente equiconti-
nuas de fungoes reais, nas quais se determina uma sucessao uniformente convergente
para uma solucao da equagao diferencial.

Uma demonstracao “elementar”usa a densidade de Q em R para escolha e controle dos
termos de uma sucessao que é uniformemente de Cauchy ([2]) (mais pomposamente:
uma sucessao de Cauchy no espaco de Banach das funcoes reais continuas num intervalo
compacto de vtr).

A aparente simplicidade da demonstracao que apresentamos acima resulta, como é
usual neste contexto, de podermos utilizar aproximagoes a um limite sem termos de
nos preocupar com controle de tolerancias. Na verdade a definicao de familia uni-
formemente continua de funcoes e de extrema simplicidade em termos nao standard.

Na verdade o préximo exercicio pode ser resolvido com mais seguranca considerando
primeiro a seccao seguinte, sobre superestruturas, ja que apela a extensao de conjun-
tos de funcoes; apesar disso, um pouco de autoconfianca na intuicao é perfeitamente
suficiente para o resolver.

Exercicios 9.1

1. Diz-se que uma familia F de fungoes reais definidas num certo subconjunto X
de R ¢ equicontinua em z € X se, para qualquer 6 > 0, existe € > 0 de modo
que, seja qual for y € X, se ly —z| < e, se tem |f(y) — f(z)| < 6, para todas
as fungoes f € F. F ¢ equicontinua em X se for equicontinua em todos os
elementos de X. F é uniformemente equicontinua em X se para qualquer
d > 0, existe ¢ > 0 de modo que, sejam quais forem x,y € X, se |y — x| < ¢,
se tem | f(y) — f(z)| < 9, para todas as funcées f € F. Seja F uma familia de
funcoes f : X C R — R. Mostre que

(a) F é equicontinua sse para qualquer x €*X tal que st(z) € X, todas as
fungoes f €*F sao S-continuas em x.

(b) F é uniformemente equicontinua sse todas as fungoes f €*F sao S-continuas
em X.
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(c) F é equicontinua em [a, b] sse é uniformemente equicontinua em |[a, b].

2. Determine subconjuntos de R onde as seguintes familias de fungoes sejam equi-
continuas e onde sejam uniformemente equicontinuas
(a) F ={z— sen(nz): n e N}
b) G={x—rz: |r|<M}
(c) H=A{xw f(rz): |r| < M}, para f: R — R continua.
)

(d) P é o conjunto de todas as fungoes reais definidas em [0, 1] cujo grafico é
uma linha poligonal de declives inferiores em valor absoluto a uma constante
fixa.

(e) C é o conjunto de todas as primitivas de uma dada fun¢ao continua.
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